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1. Nutzliche Maschinen

schiefe Ebene

Steigung
=tang

)

Normalkraft Fn=m gcos ¢
Reibungskraft Fr=pum g cos ¢
Hangabtriebskraft Fy=mgsin ¢

Beschleunigung a=g(sin ¢ —ucos @)

Rad oder Walze

% Momentanpol
%

Der Momentanpol des abrollenden Rades
ist der Auflagepunkt

einfacher Flaschenzug

FF

Ist eine Masse an der Rolle befestigt (links),
so ist die Seilkraft verglichen zur Kratft,
die direkt auf die Masse wirkt (rechts),

% so grof3 im Fall einer statischen Kraft und
Y450 grof3 im Fall einer Tragheitskratft.

Stufenrolle oder abgesetzte Rolle

) M
Drehmomentverhaltnis — =

gekoppelte Rotoren (Getriebe)

"

: "o ;

o Yoo n_treibendes Rad

. o, 4? 1= -

ennet - n_ getriebenes Rad
n

i < 1: Ubersetzung, i > 1: Untersetzung
Drehzahlverhaltnis ni/nz = 1/i

Drehmomentverhaltnis M1/M; =i
Tragheitsmoment J, wirkend auf 2: Jeg= J1/ i2

Planetengetriebe

Planetenrad
Sonnenrad
1

beidseitig gefuhrter Stab

yI"’m-

—x—»

(N

tan g=y /X
2 =x2+y?
Y Vy = - X Vy

Schubkurbel oder Kurbeltrieb

wenn Drehung gleichmaRig mit ¢ = wt erfolgt und

Kurbel Pleuel X N&herung bis 1. Ordnung in A = r/¢ gemacht wird,
r L, dannist x =r (1 —cos ¢+ %] sin? ¢)
. Kolben Vyx = rw(sin @ + %24 sin 2¢9)
Z T, ax=raf (cos ¢+ A cos 2¢)
Kreuzschubgetriebe
|
i Wi L

Kurbelschleife

x=b tan ¢

wenn die Drehung gleichf('jrmizq mit ¢ = wt
erfolgt, dann gilt x =b w/ cos” at
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2. Eindimensionale Bewegung eines Punktes

2.1 Definitionen

S Ortskoordinate [S]=m s ist der momentane Ort des Punktes,
nicht die zuriickgelegte Wegstrecke
v Geschwindigkeit  [v] =m/s v :$ =s
. 2 dv _ .
a Beschleunigung  [a] =m/s a= ot =V =
3 da C e e
r Ruck [r] = m/s r:E:a:v:s

Haben s und v gleiches Vorzeichen, dann geht die Bewegung weg vom Ursprung,
d.h. der Betrag der Ortskoordinate wird grof3er.

Haben v und a gleiches Vorzeichen, dann wird die Bewegung schneller,
d.h. der Betrag der Geschwindigkeit wird grof3er.

2.2 Differentieller Zusammenhang vdv =ads
2.3 Integrale Anderungen von WeggroRen funktionaler Verlauf
Index 1: Anfangspunkt, Index 2: Endpunkt Index 1: Anfangspunkt, kein Index: Variable
t, t
As=s, -5, :I v(t) dt s(t) =s; +I v(t) dt
tl tl
t, t
AV =Vy vy :I a(t) dt v(t)=vy +I a(t) dt
tl tl
2l_.2 .2 S2 2 2 S
A(v ):v2 = V] :ZI a(s)ds va(s) = vy +2I a(s) ds
Sq S1
V2 dv Vo odv
At:tz—tlzzf av t(v):t1+2f v
vy av) vy a(v)



2.4

241

24.2

Spezielle Bewegungen

gleichférmige Bewegung: (v = konstant)

s: Ort zum Zeitpunkt t
So: Ort zum Zeitpunktt =0

S(t) =s, +Vt

v(t) =v,

gleichmaliig beschleunigte Bewegung: (a = konstant)
allgemeiner Fall: L2 v2 -ve
s:  Ort zum Zeitpunkt t S =So tVot+zat® =so+ a
So: Ort zum Zeitpunktt =0 —
Vo: Geschwindigkeit zum Zeitpunktt =0 V=Votat
v: Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t 1 v2 —y?2
— = 0
2 s-s,
Spezialfall: s =1gat2
Ort und Geschwindigkeit 2
zu Beginn sind Null (so = 0, vo=0) v =iosa =2 oy
v . mittlere Geschwindigkeit t
Vi _2s
2s 2
Spezialfall: . . vg
Bremsvorgang aus Anfangsgeschwindigkeit (S =3Vols = =3 a
Vo bei so=0 mit gleichmé&Riger Verzégerung
sg: Bremsweg
Spezialfall: h=1gt?
Freier Fall mit Anfangsgeschwindigkeit Null 2
h: Fallstrecke t =42h/g h
t: Fallzeit
v: Fallgeschwindigkeit v =4/2gh
Spezialfall: senkrechter Wurf: V =V, +gt =,/vZ + 2gh
v:  Geschwindigkeit 2 2
h:  Hoéhe tiber Abwurfpunkt h=vet+dgt?
hmax. maximale Wurfhohe - h
(bei Wurf nach oben) h 1Yo
in den Formeln gilt das + Zeichen ™%y

beim Wurf nach oben und das - Zeichen
beim Wurf nach unten




2.4.3  Uberlagerung von gleichférmiger und gleichmaRig bes chleunigter Bewegung

Spezialfall: waagerechter Wurf: X(t) =v, t
horizontal x: gleichférmige Bewegung
vertikal y: gleichmaflig beschl. Bewegung |y(t) :% g @2

Wurfweite: s
Vo S =V, 2h
h J
S
Spezialfall: schrager/schiefer Wurf X(t) =Vv,t cos ¢
horizontal x: gleichférmige Bewegung
vertikal y: gleichmaRig beschl. Bewegung [V 4(t) =V, cos ¢
Bahnkurve: Wurfparabel y(x) - >
y(t) =Vt Bing-1gt
vy (t) =vysing —gt
y(x) =xtang —L
2v2 cos? ¢
mit Abwurf- und Auftreffpunkt VA
auf gleicher Hohe: h=_—-[35in"¢
209
Vo ) 20, Bing
P g
S 2
. - Vo .
maximale Wurfhohe h s =2 [3in(2p)
Wurfdauer t 9
horizontale Wurfweite s
Spezialfall: schrager / schiefer Wurf,
Abwurfpunkt um hg hoher als Auftreffpunkt
vésin? ¢
h=hy, +—
29
t = Steigzeit + Fallzeit
. . 2
_ Vgsing +\/(vo smq)j 4 2h
maximale Steighdhe h 9 9 9
Wurfdauer t[] S =tv,Ccos¢

horizontale Wurfweite s




2.5 Herleitung der Bewegungsgleichungen

Aufgabe ist das Berechnen der Zeitabhéngigkeit von Ort s(t), Geschwindigkeit v(t)
und Beschleunigung a(t) einer beliebigen Bewegung, wenn bestimmte Beziehungen
(im Folgenden als einzelne Falle behandelt) gegeben sind.

Lésungskonzept fur den Fall der eindimensionalen Bewegung

1. Schritt: Verstehen des Problems, Zeichnen einer Skizze kann hilfreich sein
2. Schritt: Ansatz fur funktionalen Zusammenhang erkennen, z.B. a(s)
3. Schritt: Berechnen der analytischen zeitabhangigen Funktionen von

Ort s(t), Geschwindigkeit v(t) und Beschleunigung a(t) der Bewegung,

die Vorgehensweise ist fallspezifisch wie in der folgenden Tabelle gegeben

Fall | gegeben Losungsgang (der Index 1 kennzeichnet den Anfangszustand)
1. Teilschritt 2. Teilschritt 3. Teilschritt
t t
1 a(t) V(t)=v, +J. a(t) dt s(t)=s; + .[tv(t) dt
ty 1
t dv(t
2 | vy |s@)=s,+ Iv(t) dt a(t) =$
i1
ds(t) dv(t)
3 s(t v(t)=—= a(t) = —~
(t) (t) dat (t) at
S ds . .
4 v(is) |t(s)=1 +I — umstellen nach s(t) |weiter bei Fall 3
S1 V(S)
S . .
5 a(s) v(s)=\/v12+2 ds a(s) weiter bei Fall 4
S1
Vodv . .
6 a(v) tiv)=t; +I — umstellen nach v(t) |weiter bei Fall 2
v, a(v)

4. Schritt: Bestimmung der Konstanten aus den Randbedingungen

5. Schritt: Angabe der gesuchten numerischen Funktionen
6. Schritt: graphische Darstellung des Bewegungsablaufs
7. Schritt: Angabe sonstiger gesuchter Grol3en

2.6 Foppl-Klammer

Definition: <x—a>n = {

Ableitung: d

X

Integral:

ax

jdx(x—a}n =

0 fir x<a
(x—a)" fur x>a

a)" =n(x —a>n_1

n+1

i(x —a>n+1 +C

A

Beispiele zu Foppl:

(c-a)f | ‘
<x—a>2 T 6? 4/1(




3. Beliebige Bewegung eines Punktes in der Ebene

Kartesische Koordinaten

x-Geschwindigkeit Vy :% =X
e _dy .

y-Geschwindigkeit Vy = pri y

. dv, . "
x-Beschleunigung ay = at =Vy =X

_ dvy
y-Beschleunigung ay = Gt =Vy =y
Polarkoordinaten
Begriff ,radial® Bewegung weg vom Ursprung

Begriffe ,zirkular“ oder ,Bahn“ Bewegung entlang des Kreises mit Radius r um Ursprung

radiale Geschwindigkeit Vi :% =r
Bahn-Geschwindigkeit Vg =T [P =r v
radiale Beschleunigung a= F -r@ = ¥ - rif
— — — —
rein radial  zentripetal ~ rein radial  zentripetal
Bahn-Beschleunigung ag=2U0p + rl§ =20l + 1l
— N —

Coriolis  rein Umfang  Coriolis  rein Umfang

Natirliche Koordinaten

Begriff tangential® in Bewegungsrichtung (Bahnrichtung)
Begriff ,normal® senkrecht zur Bewegungsrichtung
Bahn-Geschwindigkeit Vg =T (P =r [
v2
normale Beschleunigung an =r 3P =—
r

. . dv _ .
tangentiale Beschleunigung ay :E =V
Kreisbahn
r =konst
r=0
r=0



4. Bewegung des starren Korpers in der Ebene

allgemeine Rotation
Winkel

Anzahl der Umdrehungen

Winkelgeschwindigkeit

Drehzahl

Winkelbeschleunigung
Weg

Geschwindigkeit
tangentiale Beschleunigung

normale Beschleunigung
bei allgemeiner Drehbeweg

a=w=4¢

S=r¢

V=ruw

a=ra
an=raf
ung gilt:

Spezialfall: gleichférmige Drehbewequng

adg=wdw

a=0

w = konst.

¢ =[wdt =t +¢q

Spezialfall: gleichmaRig beschleunigte Drehbewequng

ferner gilt:

und

a = konst.
w=[adt=at+ay

¢=[wdt=1at®+ayt+gy
ajd¢:jauw

a (¢ -¢1)

- )

=1
2 \72 1

Korrespondenz von Grof3en bei linearer und Dreh-Bewegung

lineare Bewegung |lineare Grof3en bei Drehbewegung
Drehbewegung

s Ort S=r¢ ¢ Winkel

v Geschwindigkeit |V =1 w « Winkelgeschwindigkeit

a Beschleunigung

air=ra (tangential)
an=r«f (normal)

a Winkelbeschleunigung




Herleitung der Bewegungsgleichungen

Berechnen der Zeitabhangigkeit von Winkel ¢(t), Winkelgeschwindigkeit at) und

Winkelbeschleunigung a(t) einer beliebigen Bewegung, wenn bestimmte Beziehungen

(im Folgenden als einzelne Falle behandelt) gegeben sind.

Lésungskonzept fur den Fall der eindimensionalen Bewegung

1. Schritt: Verstehen des Problems, Zeichnen einer Skizze kann hilfreich sein

2. Schritt: Ansatz fur funktionalen Zusammenhang erkennen, z.B. a(w)

3. Schritt: Berechnen der analytischen zeitabhangigen Funktionen von Winkel #(t),
Winkelgeschwindigkeit a(t) und Winkelbeschleunigung a(t).
Die Vorgehensweise ist fallspezifisch wie in der folgenden Tabelle gegeben

Lésungsgang (der Index 1 kennzeichnet den Anfangszustand)
Fall | gegeben
1. Teilschritt 2. Teilschritt 3. Teilschritt
t
1| |wv=a amd | #0=p+ [ad
t1 1
2 | W) |p0=g+ e a(t) = 24
ty dt
_dg(t) _dat)
3 o) | alt)= it a(t) at
¢ dg . .
4 w@g) |t@g)=t + — umstellen nach ¢(t) | weiter bei Fall 3
¢ WAP)
¢
5 aP) | @)= \/ a)f +2L§i¢ a(@) | weiter bei Fall 4
6 aw |tw=t + J“"ﬂ umstellen nach a(t)| weiter bei Fall 2
tya(w)

4. Schritt: Bestimmung der Konstanten aus den Randbedingungen

5. Schritt: Angabe der gesuchten numerischen Funktionen
6. Schritt: graphische Darstellung des Bewegungsablaufs
7. Schritt: Angabe sonstiger gesuchter Grol3en




Zerlegung der Bewegqung eines Koérpers in Translation und Rotation

Die allgemeine Bewegung eines Korpers von einer Anfangsposition 1 in eine Endposition 2
lasst sich zerlegen in zwei Schritte, namlich dem ersten Schritt einer Translation (Schiebung)
und dem zweiten Schritt einer Drehung:

Bewegung = Translation (Schiebung) + Rotation

NN

Schiebung Drehung

Eindeutig ist der Winkel der Rotation. Dagegen ist der Drehpunkt A frei wahlbar, seine Wahl
bestimmt die Translation. Somit gibt es beliebig viele Méglichkeiten der Zerlegung.

Beispiel: gefuhrter Stab:

| ve
i
B

Addition der Geschwindigkeiten bei Zerlequng der Bewequng

Geschwindigkeiten zweier Punkte A und B eines starren Korper:

VB = Vi + VBA
— — ——
Translation Translation Drehung von
von Punkt B von Punkt A Punkt B um Punkt (Pol) A
Durch zeitliche Ableitung folgt fur die Beschleunigungen:
aB = ap + agA
—— ——
Translatlon Translation Drehung von
von Punkt B von Punkt A Punkt B um Punkt (Pol) A

Die Beschleunigung ag, hat zwei Komponenten:
tangential a, =/«
normal a, =(af

n

Drehpol (Momentanpol)

Die allgemeine Bewegung eines Kdrpers kann als reine Drehung .
ohne Translation dargestellt werden, wenn die Drehung um den o
Drehpol erfolgt. Der Drehpol kann wahrend der Bewegung seinen P /
Ort &ndern. Der momentane Drehpol eines Korpers mit den !
Punkten A und B ergibt sich als Schnittpunkt der Senkrechten auf A ®e (
den Geschwindigkeitsvektoren va und vg in den Punkten A und B. ‘

Winkelgeschwindigkeit der Kérperdrehung Vi _ Vg Vo B >*
und die Geschwindigkeiten der Punkte A  [®korper :7:7 Vg
und B sind verkniipft: AP BP

Beispiel: Beim abrollenden Rad ist der Auflagepunkt der
momentane Drehpol.

Rotierendes Fuhrungssystem (Index f):

Beschleunigung des Fuhrungssystems ar = ay + ay,
— —
tangential normal
ra r of
Beschleunigung des Korpers: a = afs + are| t Acoriolis
—
2%V rg|

-10 -



5. Dynamisches Grundgesetz
Nach Newton (1642-1727)

Definition 1

Menge der Materie = Masse = Dichte x Volumen
Definition 2

Bewegungsgrof3e = Impuls = Masse x Geschwindigkeit

m=plV

p=mQy

Definition 3
Masse besitzt Widerstandsvermdgen gegen Anderung ihrer Bewegung (Tragheit)

Definition 4
Auf einen Korper einwirkende Kraft ist das Bestreben, seine Bewegung zu andern.

Axiom 1
Jeder Korper verharrt in seinem Zustand der gleichférmigen, geradlinigen Bewegung, wenn
er nicht durch einwirkende Krafte gezwungen wird, diesen Zustand zu andern.

F=0 < V=const
Axiom 2
Die Anderung der BewegungsgréRe eines Korpers ist der Einwirkung einer Kraft proportional.
Die Anderung erfolgt in der Richtung der einwirkenden Kraft.

ApOF
Axiom 3
Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkung zweier Korper aufeinander
ist stets gleich und von entgegen gesetzter Richtung.

F'=-F

Dynamisches Grundgesetz
Die zeitliche Anderung der translatorischen BewegungsgroRe mQ ist gleich der

einwirkenden Kraft, die diese Anderung verursacht.

F :E(mE?) = mB‘E + \7Dd—m
dt dt dt

beistarremKdrper  beikontinuierlichem Strom

Analog gilt bei der Drehbewegung, dass die zeitliche Anderung des Dralls gleich dem
einwirkenden Drehmoment ist, das diese Anderung verursacht.
Mit der Tangentialgeschwindigkeit v4 ergibt sich:

dv
M=FT = Smm,)o = mac? +  v,aCom
dt dt dt

\—W—/ \—W—/
bei starrem Kdrper  bei kontinuierlichem Strom

In vektorieller Form geschrieben:

- dv ~__dm
rxm— + r Xy ——
dt dt

bei starrem Korper

= A =

M =rxF = a(rxmm') =
\—W_—J

bei kontinuierlichem Strom

Korrespondenz von Grol3en

lineare Bewegung (Schiebung)
F Kraft

drehende Bewegung (Rotation)
M (Dreh-) Moment

m Masse

J Massentrdgheitsmoment

a Beschleunigung

a Winkelbeschleunigung

-11 -




d’Alembertsches Prinzip (ausfuhrlicher behandelt Kapitel 7)

Dieses lautet in einer fir die Vorlesung Dynamik vereinfachten Version:

Durch Einfuhrung von Tragheitskraften kdnnen dynamische Probleme auf statische
zuriickgefuhrt werden.

SF-m[& =0 SM-J@ =0

Energiesatz

Die zur Geschwindigkeitsanderung einer Masse aufgewendete bzw. gewonnene Arbeit
verandert die Energie einer Masse. Mit Index 1 fur den Anfangszustand und Index 2 fir den
Endzustand ergibt sich:

2I5EtH§—m Z'EIEdé =m 2\7Etu\7——1m(\/2—v2)
1 o o S 2 2 1

-12 -



6. Impuls und Drall
6.1 Translation

Dynamisches Grundgesetz F= % (M) = mMEA+m¥
KraftstoR3 IIE dt
Impulssatz IIE dt = mAV oder m,=m, + LZIE dt

Index 1 kennzeichnet den Anfangszustand, Index 2 den Endzustand.
Ein Impuls (KraftstoR) bewirkt eine Anderung der BewegungsgroRe (des Impulses).

Impulserhaltungssatz (Z m;Vv; )2 = (Z m;V; )1

— —
Endzustand  Ausgangszustand

Beriihrungsebene mit
Beriihrungspunkt

Verbindungslinie der
Schwerpunkte

- Beim Stol3 beriihren sich die Korper (zu Beginn des Stol3es) im so genannten Beriihrungspunkt .
- Die Beriihrungsebene ist die Tangentialflache an die Kérperoberflachen im Bertihrungspunkt.
- Die Stol3linie ist die Wirkungslinie der beim Stol3 auftretenden Kréafte.

Sie steht senkrecht zur Bertuhrungsebene.

- Ein Stof3 ist zentrisch , wenn
a) der BerUhrungspunkt auf der Verbindungslinie der beiden Schwerpunkte liegt und
b) die Berihrungsebene senkrecht zur Verbindungslinie ist.
Beim zentrischen Stol3 liegen die auftretenden Krafte auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte.

- Ein Stol3 ist gerade, wenn die Geschwindigkeitsvektoren der Schwerpunkte in der StoR3linie
(Gerade durch Schwerpunkte und Beriihrungspunkt) liegen.

StoRmittelpunkt
Sto3mittelpunkt ist der Punkt, auf dem beim Stol3 keine Kraft tbertragen wird.
Er ist der momentane Drehpol.

StoR zweier Korper

Impuls-Erhaltungs-Satz: (beim linearen Stol3)

Bewegungsgrofle = Bewegungsgrolie + Wirkung des
(Impuls) nachher (Impuls) vorher Kraftstol3es
m ¥, m ¥y j 12|E dt

Wahrend des linearen Sto3es andert sich die Bewegungsqgrofle

bei Anndherung Deformation (Verformung): Kompressionsperiode jlf dt
bei Entfernung Restitution (Ruckbildung): Dekompressionsperiode: jIZ dt
linearer Stol3 zweier Kérper A und B

Index A: Korper A, Index B: Korper B
Index 1: vorher, Index 2: nachher

-13 -



C e My Wpq + Mg LV my Vo + Mg LV
Geschwindigkeit des Schwerpunktes: vgp =—2—AL B "Bl -_A —A2 B B2

j K dt k=1 (volelastisch
StoRRzahl k ist MalR fir Elastizitat, Definition: k = O<k<1l teilelastisch
F dt k=0 plastisch
Es gilt: k=VB2 Va2 _ Vsp “Vaz2 _ VB2 “Vsp

Va1~ Ve1 Va1~ Vsp  Vsp 7 Vp1
beide Kérper nur KorperA nur KoérperB

Geschwindigkeiten nach dem linearen Stol3 zweier Kérper A und B
mit den Anfangsgeschwindigkeiten vai und vg;:

T (May/mg =K)v,y + (A+k)vg
a my/mg +1

mg/my +1

Vg2

Drehstol3

Beim elastischen und teilelastischen Drehstol3 gelten die obigen Formeln fur den linearen
Stol3, wenn in den Formeln die Geschwindigkeiten v durch die Winkelgeschwindigkeiten w
ersetzt werden.

Vorschubkraft bei einem Strahltriebwerk

Geschwindigkeit des Flugzeuges: u |:|
Ausstromgeschw. relativ zum Flugzeug:v

Index L: Luft mg u (M, +mg)Hu+v)
Index B: Benzin
Vorschubkraft (kurz: Schub): F =(m, +mg)Cu+v)-m,_ m

Schiefe Ebene

Gewichtskraft: Fc=mg
Hangabtriebskraft: Fy=m g sin ¢
Normalkraft: Fn=m g cos ¢

Reibungskraft: Fr= Fn

-14 -



6.1 Rotation

Massentragheitsmoment eines starren Korpers, der sich um eine Achse dreht:

J = J'r 2. dm wobeir der Abstand des Massenelements dm von der Achse ist

Berechnung den Massentragheitsmoments uber die Flache des Korpers:

das Massenelement lasst sich aus dem Flachenelement berechnen:

dm= p 0Os 0OdA
—— ——
Dichte Dicke

Massentragheitsmomente einiger einfacher Kérper

In allen Féllen ist angenommen, dass die Drehachse durch den Schwerpunkt
des Korpers geht (gekennzeichnet durch den Index S).

- allgemeine Definition des

N
>rZm, =Ir2dm

Massentragheitsmoments: J=
i=1
- Hohlzylinder, dinnwandig (Rohr): Je=mr2 j@/
S~ r
- Hohlzylinder, dickwandig (Stab): 2.2 /@/
==m(rg +r
m =T (r.2-r?) h p Js =am 3 +17)
- Vollzylinder, Scheibe: —1mr2
m=nr’hp Js=pmr /(Q/ ’%’
- Vollkugel: —2my2 @/
m =Y 1r p Jg=£mr r
- Hohlkugel, dinnwandig: Je=2mr2 /@/
m = 4mr?s (Wanddicke s) S 3
- Scheibe (Drehachse liegt in der Scheibe) Jo =1mr2 /@/
m="mr’sp (Dicke s) S 4
- Stab: dunn: Lange ¢, Breite b =0 Je=1m (gz + b2) /EI’@/
dicker: Lénge ¢, Breite b > 0 S 12
- Dreieck mit Seiten a,b,c: _1 2 2 2 a b
=1 +bc +
(Drehachse senkrecht zur Flache) J 36 M (a® +b"+c”) K
- gleichseitiges Dreieck Jo=1lms2=1mn2
Seitenlange ¢, Hohe h, 12 9 %
(Drehachse senkrecht zur Flache)
- Vollkegel (senkr. Kreiskegel): Jo =3 mr?2
Bodenradius r, Hohe h S 10 W

(Drehachse = Symmetrieachse)
m="7;r*h pl00000000]
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Steinerscher Satz dient zur Berechnung des Massentragheitsmoments Ja eines
Korpers der Masse m bezuglich einer Achse A , wenn das Massentragheitsmoment Js
beziglich der dazu parallelen Schwerpunktachse im Abstand rs bekannt ist:

Jp = Jg +r2
A / ny = ny +Xg g lin

< Das bedeutet, dass die Drehung des Koérpers um
die Achse A gleichwertig ist zur einer gleichzeitigen
Drehung des Kérpers um seinen Schwerpunkt
und eine Drehung des Schwerpunktes um die Achse.

Tragheitsradius i
m

reduzierte Masse (Achsabstand r) Mied =—
r

Massentragheitsmomente eines starren Korpers bezlglich eines xyz-Koordinatensystems

beziglich der x-, y- und z-Achse Zentrifugal- bzw. Deviationsmomente
Drehung um x-Achse: J, = J'(y2 +22)dm Jyy = jxy dm
Drehung um x-Achse: J, = j(x2 + zz)dm Jy, = jyz dm
Drehung um x-Achse: J, = j(x2 +y2)dm Jy, = [xzdm

Beispiel fur die verschiedenen Massentragheitsmomente eines Kodrpers

dunner Stab der Lange 7/ liegt in der x-y-Ebene
die z-Koordinate des Kdrpers istimmer gleich O

y y
L AN [ ﬁ’
=0 | J=F -
1 g‘x
Drehung um x-Achse J, =0 weily=0 Jy :1_12 m gi

- 1 2 ain?
12m£ sin“ o0

Drehung um y-Achse J =1lmy2 J, = Lmy2
12 12

- 1 2 2
12m€ CoS“ O

y

Deviationsmoment Jyy =0 weily =0 Jyy = J’Xy dm = J'x X tan d dm

Wenn Jyy, = 0, dann liegt die
Symmetrieachse des Korpers
auf einer Achse des
Koordinatensystems

= tanészdm =tand J,
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Hauptachsen
Ein starrer Korper hat drei zueinander senkrecht stehende Hauptachsen,

deren Schnittpunkt im Schwerpunkt liegt.
Fur eine Hauptachse wird das Tragheitsmoment maximal, flr eine andere minimal.

Bei einem flachen Kdrper gilt fur die Hauptachsen:

Die Achse (z-Achse), bei der das Tragheitsmoment des Kdérpers maximal ist, steht senkrecht
auf der Korperebene. Die beiden anderen Achsen liegen in der Korperebene.

Es seien x und y die beiden Achsen, die in beliebiger Orientierung in der Korperebene liegen.
Dann kann man diese beiden Achsen in der Ebene so um einen Winkel o drehen, dass flur
eine dieser Achsen das Tragheitsmoment maximal und fir die andere minimal wird.

Der Drehwinkel J ergibt sich aus den Tragheitsmomenten Jy, J, und Jyx, berechnetim
Ausgangssystem zu:

2]
tan20= —

-J
y X
Das Tragheitsmoment bezuglich der gedrehten Achsen in der Ebene errechnet sich zu:

Iax = %(Jy +3,) * %\/ (O, -3, P +@3, P

min

Vergleich von Grof3en bei Schiebung und bei Drehung

Schiebung (Translation) Drehung (Rotation)
Ortskoordinate S Winkel )
Geschwindigkeit v Winkelgeschwindigkeit w
Beschleunigung a Winkelbeschleunigung a
Kraft F (Dreh-)Moment M
Masse m Massentragheitsmoment J
BewegungsgrofRe mv Drall Jw
Impuls Jﬁ dt Drehimpuls jM dt
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d5 _
dt

Drallsatz: Die zeitliche Anderung des Dralls D ist gleich dem Moment M,
das diese Anderungen hervorruft.

Ohne auReres Moment (M = 0), z.B. bei freiem System, ist D konstant.
Drall-Erhaltungs-Satz: (z.B. beim Drehstol3)

Anderung des Dralls D bei angreifendem Drehmoment M:

Drall = Drall + Wirkung des
nachher vorher Drehimpulses
2 -
J &y = J + | M dt
Drall einer Punktmasse bei linearer Bewegung:
B b Mmv
D=Dbvm

Zwei Uber Zahnrader gekoppelte Rotoren | und |l
Massentragheitsmoment beider Rotoren reduziert auf Rotor | (i: Ubersetzungsverhaltnis)

2
Wy 2
Jired =J1 +Jyi [E—j =+, @
re 0)2

StoRmittelpunkt

Bei einem exzentrischen Stol3 ist der Stomittelpunkt P der Punkt, auf den keine Kraft
Ubertragen wird. Das ist der momentane Drehpol. Erfolgt der Stol3 mit senkrechtem Abstand
s vom Schwerpunkt S, so liegt der Sto3mittelpunkt im Abstand e = Js/(m-s) vom
Schwerpunkt auf der Normalen zur Stof3linie, die durch den Schwerpunkt geht.

Prazession

Greift an einen schnell drehenden Kreisel, der den Dralll D hat, ein Moment M an,
so kommt es zu einer Prazession mit der Winkelgeschwindigkeit ap . Es gilt:

M=apxD =J px®
Ein Kreisel weicht bei Einwirkung einer Kraft immer senkrecht zu der Richtung aus,

die die Statik erwarten lasst. Die Ausweichrichtung ergibt sich nach der Merkregel
"Kreiselachse jagt Momentenvektor".

Erzwungene Prazession
Die Kreiselachse wird durch einen auf3eren Einfluss im Raum mit der Winkelgeschwindigkeit
awp gedreht. Die Tragheitskrafte des Kreisels erzeugen dann das Kreiselmoment M:

Mg = J X ap

:6)(6(4:)
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7. Prinzip von d'Alembert

Nach Newton gibt es Krafte und Drehmomente

e
mzr—> F

s

Die an einer Masse m angreifende  Das an einem Koérper (Tragheitsmoment J)

aullere Kraft F bewirkt eine angreifende auliere Drehmoment M bewirkt
Beschleunigung a eine Winkelbeschleunigung a.

B M =J &

F=mla

Einfuhrung von Scheinkraft und Scheinmoment

I:Tr ‘__/ —» F @
m |
* (s

Die an einer Masse m angreifende Das an einem Korper (Tragheitsmoment J)

aulRere Kraft F bewirkt eine angreifende aufRere Drehmoment M bewirkt
Tragheitskraft Fr; des Korpers. ein Tragheitsmoment. Damit herrscht
Damit herrscht ein Gleichgewicht Gleichgewicht aller Momente, d.h., die

aller Krafte, d.h., die Summe aller Summe aller Drehmomente ist Null.
Krafte ist Null.

F -m@ =0 M - J0 =0
%,—J ;V_J
Tragheitskraft Tragheitsmoment

Der d'Alembertsche Ansatz liefert eine elegante Formulierung der Kinetik. In vereinfachter
Version dieses Ansatzes werden Krafte und Momenten eingefuhrt, die aus dem Widerstand
eines Korpers resultieren, also aus seiner Tragheit, seine Bewegung zu andern.

vom Korper erzeugte Tragheitskratft: F=-mla
aufzubringende Kraft, um Korper mit a zu beschleunigen: F= m@
vom Korper erzeugtes Tragheitsmoment: M = -Jg L&

aufzubringendes Moment, um Kdrper mit & zu beschleunigen: M= Jglar

Prinzip von d'Alembert: Unter Benutzung von Tragheitskraften und Tragheitsmomenten
lasst sich der momentane Zustand eines Koérpers so schreiben, dass die Summen der

Krafte und der Momente Null sind:
Z F=0 Z M=0
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Koordinatensysteme

kartesisch (x- und y-Richtung) Z Fy—-mba, =0 Z Fy —-mla, = 0
polar (radial und azimuthal) ZFr -mia, =0 ZF¢ -mlay = 0
nattrlich (normal und tangential) ZF” -mba, =0 ZFt -mba =0
Normalkraft = Zentrifugalkraft = Fliehkraft Z = m? =mr w?
Coriolis-Beschleunigung und -Kraft Agor = 200XV g

I:cor =—Magy = 2m Vil X W

Drehung um eine Hauptachse

Der Schwerpunkt ist in Ruhe, die Resultierende aller Krafte ist Null.

Die wirkenden Kréfte lassen sich zu einem Kraftepaar (Moment) zusammenfassen,
das die beschleunigte Drehung verursacht.

Drehung um eine zur Hauptachse parallele Achse

Die Tragheitsreaktionen werden auf die Schwerpunktachse bezogen.

Die Tragheitskraft ergibt sich aus der Schwerpunktbeschleunigung m (&g .

Das Tragheitskraftepaar ergibt sich aus dem auf die Schwerpunktachse
bezogenen Tragheitsmoment Jg [&F

Drehung um eine beliebige Achse
Die Vektoren M und & sind nicht kollinear.
Bei einer Drehung um die y-Achse hat der Momentenvektor folgende Komponenten:

My =Jyy @ +Jy, QP
My =-J, @
M, =-Jy, @° +Jy, @

Die umlaufenden Momente My und My belasten die Lager zusatzlich.
Sie verschwinden, wenn die Zentrifugalmomente Null werden.
Das ist bei einer Hauptachse der Fall (erreichbar durch dynamisches Auswuchten).
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8. Energie

2 _
Arbeit bei Translation: W = I F [ds
1
2 _
Arbeit bei Rotation: W = I M [d@
1
) ) ) 1 2 2 F
Arbeit bei Deformation: W = > [ Os5 —s;] (c =— = Federkonstante)
S
Leistung allgemein: P = dd—V:/
Leistung bei Translation: P=F¥
Leistung bei Rotation: P = M@

Leistung bei beschleunigter Translation:P = m @&

Leistung bei beschleunigter Rotation: P = Jlag[@

Energie: Energie ist das Vermogen, Arbeit zu verrichten
potentielle Energie: Epot =m L9 [h
Kinetische Energie der Translation: Ekin :% m v 2
kinetische Energie der Rotation: Ekin :% J A
elastische Energie bei Deformation:
lineare Feder: Eel :% c 52
Torsionsfeder Eq =2 cr p°
Druckenergie: Epr =plV

Energiesatz:
In einem abgeschlossenen System ist die Summe aller vorhandenen Energien konstant.

Bernoulli-Gleichunag: E1105,2 v plyh + 0 _ const
— J %/_4
dynamischer Schwere- statischer
Druck Druck Druck

kinetische Energie eines starren Korpers:

(Translationsenergiej +(Rotationsenergiej g 5
kin = -

ImvE +1a5 P
des Schwerpunktes um Schwerpunkt 2 2

Rotationsenergie um
Ekin = 9 = %JM BA)Z
momentanen Drehpol M
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9. Mechanische Schwingungen

9.1 ungedampfte Schwingungen

Eine Schwingung basiert auf dem Gleichgewicht von Tragheitskraft bzw. Tragheitsmoment eines
bewegten Kérpers und Ruckstellkraft bzw. Rickstellmoment zur Ruhelage hin.
Die Ruckstellung kann durch Schwerkraft oder federelastische Kraft erfolgen.

Differentialgleichung der ungedampften harmonischen Schwingung mit einem Freiheitsgrad.

lineare Schwingung
einer Masse m,
die an einer Feder mit
Federkonstante ¢ befestigt ist:

Drehschwingung eines Korpers
mit Tragheitsmoment Ja,
der an Torsionsfeder mit

Federkonstante ct befestigt ist:

Differentialgleichung mEy +cly=0 Ja@p+c, @ =0
mit Systemgrofen
Differentialgleichung y+wfy=0 P+t d=0
in Parameterdarstellung
Eigenkreisfrequenz des C Cr
ungedampften Systems Wy = m Wy = R

A

Losung der
Differentialgleichung

y =Yo e sin(wt+a)

b=p, e sin(wt+q)

Eigenkreisfrequenz: ah
f

Eigenfrequenz: o =1-%

T 2m
Periodendauer: T =i 2n

fo
Maximalwerte:

bei linearer Schwingung |bei Drehschwingung

maximale Auslenkung (Amplitude): Yo Po
max. Geschw. beim Null-Durchgang: Viax = Yo Gy Whax = Po Wo
max. Beschleunigung im Umkehrpunkt: Qnax — ~ Yo w§ Ao = — Do w§

Ruckstell- bzw. Kippmoment durch Schwerkraft (s = Abstand Schwerpunkt — Drehachse):

Das Drehmoment M durch die Schwerkraftist M =m g s sing.
A Der momentane Auslenkungswinkel 8 kann als Summe aus dem

S

Auslenkungswinkel £ in der Ruhelage und dem Auslenkungswinkel ¢.
der Schwingung geschrieben werden, also 8 =& + ¢.

S Im Folgenden wird immer die N&herung gemacht, dass ¢ sehr klein ist.

a) Im einfachsten Fall ist in der Ruhelage = 0.

Dann ergibt sich:M=mgs ¢ und cr=M/¢$ =mgs
B) Im Fall, dass &% # 0, erhédlt man fir das Drehmoment:
Fo M=mgs (sink + ¢cosfp)

konstantes Drehmoment manen Auslenkwinkel
in der Ruhelage abhangiges Drehmoment

Damit ergibt sich flir das bei einer Schwingung relevante Rickstell- bzw.
Kippmoment (positiv, wenn S unterhalb A, negativ, wenn S oberhalb A)

_ ruckstellendes Drehmoment

Auslenkwin kel
-22.
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Riickstellung durch federelastische Krafte

Federkonstante: Definition: Wirkt auf ein Federelement eine Kraft F, so bewirkt diese eine
Langenanderung s. Das Verhaltnis von F und s wird als Federkonstante c bezeichnet.

Federelemente:

Feder l F _F c Federkonstante
*s € s F wirkende Kraft
§ s Langenénderung
Stab, Seil F C_EA E Elastizitatsmodul
*s ¢ A Querschnittsflache
1 { ¢ Lange
Biegefeder, am Ende belastet c=3 El E  Elastizititsmodul
F /3 I  Flachentragheitsmoment,
7 bei Rundstab: 1=™,r*
——) S bei Rechteckstab: | = Y/;, b h®
l Lange
Biegebalken, mittig belastet c =48 El E Elastiziatsmodul
F 03 | Flachentragheitsmoment
m wie bei Biegefeder
2 f = ¢ Lange
Feder, schrag angreifend c. =ccos? y Cet Wirksame Federkonstante
of ¢ Federkonstante der Feder
F y  Winkel zwischen Richtung
s der Federkraft und der
Bewegungsrichtung

Parallel- und Serienschaltung von Federn

Cef =C1 +Cy

Cer Wirksame Federkonstante

allgemein: c: Federkonstante Feder 1
Cop = Z c. c, Federkonstante Feder 2
€ ]
Serienschaltung 1 1.1 Cet Wirksame Federkonstante

(Addition von Wegen)

Parallelschaltung
(Addition von Kraften)

Ceff C: G

allgemein:

1 _Z 1
Coerr Ci

¢, Federkonstante Feder 1
c, Federkonstante Feder 2

Rickstellmoment um Achse A, erzeugt durch die Kraft F einer linearen Feder

mit Federkonstanten c, die an einem Hebel mit Kraftarm r angreift.
A n Winkel zwischen Kraftrichtung (blau) und Hebelarm (schwarz)
t %_%% F y Winkel zwischen Kraftrichtung (blau) und Bewegungsrichtung (rot)

_ ruckstellendes Drehmoment

2 2 2 a2
= _ =cr?cos’y=cr?sin®p
T Auslenkwin kel
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Beispiel: mathematisches Pendel mit punktférmiger Masse

% Pendellange !
Massentragheitsmoment Ja =M 02
1
Eigenkreisfrequenz f -t 9
2\ /¢
Periodendauer T = 277\/2
g

Beispiel: physikalisches Pendel mit rtickstellender Feder und Dampfer
A Achse der Pendeldrehung
S Schwerpunkt des Kérpers

S Abstand Schwerpunkt-Drehachse:
s > 0, wenn Achse oberhalb des Schwerpunktes
s < 0, wenn Achse unterhalb des Schwerpunktes

F Angriffspunkt der Feder

D Angriffspunkt des Dampfers

r Abstand Schwerpunkt — Kraftangriffspunkt
o Federkonstante

b Dampfungskonstante

n Winkel zwischen Radius r und Kraftrichtung
Index F bezogen auf Feder

Index D bezogen auf Dampfer

Eigenkreisfrequenz ¢ — 1 | Mgs + cr?sin 7,
ungedampft 21T J + ms2

Periodendauer _ Jg +ms?
- T=2m
ungedampft mgs + cr?sin’z,

Hinweis: Die Dampfungskonstante bt der Drehung (siehe Kapitel 9.2) errechnet sich
analog zur entsprechenden FedergroRe der Drehung zu  br= b r¢? sin? g2,
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9.2 qgedampfte Schwingungen

Es wird angenommen, dass die Dampfung proportional zur Geschwindigkeit ist.

lineare Schwingung Drehschwingung

Differentialgleichung
mit Systemgrof3en

m[y+b[y+C[y:O JAm+bTW+CTW:O

Differentialgleichung
in Parameterdarstellung

V+280gy  +wly=0| $+290y, B+ ¢= 0

Eigenkreisfrequenz des
ungedampften Systems

_|C _ |C1
o oo
m JA

Dampfungskonstante _ Dampfu_ngs_,kraf_t :F_P by = Dampfungsmoment
Geschwindigkeit y Winkelgeschwindigkeit
k N
[b]:_g:_ bT=%=br2
s mls ¢
Nm
bt|=—
lb-]="
Abklingkonstante 5=_P [5] _1 5=_Pr [5] _1
2m S 21, S
Dampfungsgrad = _0 9] =1

Lehrsches Dampfungsmal3

Uh

g=0 ungedampfte Schwingung

&> 0 ...<1 schwach gedampfte Schwingung

g=1 kritisch gedampfte Schwingung,

aperiodischer Grenzfall

g>1 Kriechfall

Kreisfrequenz der _ 2 _ 2
Wy =\ —0° = N 1-7
gedampften Schwingung 4 = “
Losung der _ & o _ -& .
= t+ = t+

Differentialgleichung Y =yo e sin(ayt + ) ¢ =0 sin(ayt+ )

logarithmisches Dekrement

=il -
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9.3 erzwungene Schwingungen

Errequng Weagerregung Massenkrafterrequng Stutzenerregung
(periodische Auslen- (Unwuchtmasse me (periodische Auslenkung mit
kung mit Amplitude r schwingt periodisch mit | Amplitude y, greift an Feder
greift ber Feder an) Amplitude e) und Dampfer an)

Dampfungs-

grad

Abstimmungs-
verhéltnis

_ Erregerfrequenz _

Eigenfrequenz

e

o

Amplitude der

schwingenden A=V, O =V, Te A=V, e A=V, g
Masse m ¢ m
L/r?ég;gﬁtirr Vi = : Vs = n° v o |_1+@onf

J@-n2)? +(29n) Ja-n22 +@onl | 2\ a-n?)?+(2on)
Kurven 4 4 \ 4 I
V gegen V1 Vs Vs

gegen 77 3 3 2
schwarz: =0 ) , \ , l ‘
blau:  g=7 \ ) N &
rot: g=1 1 1 E— 1
0 1 2. p 3 0 1 2 53 0 1 2 p3
Phasenwinkel 2 3
zwischen @ = arctan 2 19/72 ¢ = arctan—z @ =arctan 5 l 5
Anregung und 1-n =N 1-n% +(29n)
Masse
Abstimmungs- ~ >
verhaltnis bei lR=1=29
Amplituden-
resonanz
Amplitude o e m >
bei kleiner AR=T5 AR = ?e A, =0 J1+ 48
4 29
Dampfung und
Resonanz (17 =1)
Belastungskraft am Aufhangepunkt auf das
der Feder Fundament

F=mr wg V;

F=m, e wg V3

Biegekritische Drehzahl (bei Laval-Welle):

1 [c

_277 m

Nk
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10. Mathematischer Anhang

Berechnung eines beliebigen Dreiecks:

Ein beliebiges Dreieck hat 6 Parameter: 3 Seitenlangen und 3 Winkel.
Es lassen sich alle Parameter berechnen, wenn 3 Parameter bekannt sind,

von denen mindestens einer eine Seitenlange ist.
Zur Berechung dienen folgenden Satze:

Sinussatz:

Kosinussatz:

a _ b

sina sinf siny

a’=b%+c? -2 Eosa
b? = a? +c2—29m:@:os,8
02:a2+b2—291[ﬂ)&osy

Einige Ableitungen:

Funktion y(x) |Ableitung y'(x)
c 0
x™ m x™*
Jx 1
X 24x

sin cx C COS cX
COS CX -C sin cx
tan x 1+tan®x = cos?x
cot x - sin? x
e* e
a* a*-In(a)
In x x 't
arcsin x =
arccos x -t
arctan x 1 >

1+x
arccot x —

1+ x2
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Einige Integrale:

Integral Ldsung
- . . Xn+1
X' dx
J n+1
 dx
— In x
J X
f adx
In (ax + b)
Jax+b
[ dx . X
———— |arcsin —
JJc2 —x2 c
e dx —e%
J c
. 1
sin cx —— COS CX
c
1 .
COS CX — sincx
c

weitere Integrale siehe z.B.:

http://www.wikibooks.de

- Formelsammlung Mathematik

- Analysis
- unbestimmte Integrale
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