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1.
g1 sei die Gerade durch die Punkte  (2,2,-2) und (-1,2,-5),

g2 die Gerade durch die Punkte  (1,0,-4)  und  (1,8,0).

(a)
Bestimmen Sie die Geradengleichungen.



g1: x = (2,2,-2) + λ(1,0,1);  g2: x = (1,0,-4) + µ(0,2,1)  (Richtungsvektoren "gekürzt")


(b)
Zeigen Sie, dass g1 und g2 sich schneiden, und bestimmen Sie den Schnittpunkt.



Komponente (I) 2+λ=1 → λ= -1; (II) 2=2µ → µ=1;  Probe in (III):  -2+λ=-4+µ= -3.



Also schneiden sich die beiden Geraden.



S = (2,2,-2) + λ(1,0,1) = (1,0,-4) + µ(0,2,1) = (1,2,-3)


(c)
Berechnen Sie den Sinus des Winkels zwischen den Geraden.

                                                      _  _          __                                       ______          __


cos α = (1,0,1)·(0,2,1)/ (√2√5) = 1/√10;  sin α = √ (1- cos2α) = √ 1-1/10 = 3 / √10


(d)
Wie lautet die Koordinatengleichung der Ebene, in der die beiden Geraden liegen?



(1,0,1) x (0,2,1) = (-2,-1,2) → -2x-y+2z = (-2,-1,2) · (1,0,-4) = -10,  2x+y-2z = 10. 

2.
Faktorisieren Sie   p(x) =  x8 - 5x7 + 12x6  - 14x5 - 3x4 + 19x3 - 10x2  

(Hinweis: die Nullstellen sind ganzzahlig.)



Das HORNER-Schema liefert:  p(x) = x2 (x-1)2 (x+1) (x-2) (x2-2x+5)

                   (x2 - 1) (x2 - 2x + 3)          

3.
f(x) =  ─────────────        



     (x+1)2 (x2 - 4x + 3)

(a)
Bestimmen Sie die Pole, Lücken und Nullstellen.



3. Binomi und p-q-Formel ergibt folgende Zerlegung von Zähler u. Nenner:

              

     (x2 - 1) (x2 - 2x + 3)              (x-1) (x+1)(x2 - 2x + 3)   gek    x2 - 2x + 3



f(x) =  ─────────────     =     ─────────────        =    ──────────



     
     (x+1)2 (x2 - 4x + 3)                (x+1)2 (x-1) (x-3)                    (x+1) (x-3)



Also ist x=1 Lücke, X=-1 und x=3 sind Pole; Nst gibt es keine, da x2 - 2x + 3 ≠ 0.


(b)
Berechnen Sie die Lückengrenzwerte und das Polverhalten.



lim f(x) = -0.5 für x→1 (Lückengrenzwert)



Pole:  ↑-1↓ und ↓3↑


(c)
Wie lautet die Asymptote?



A(x) = 1, da  f(x) = (x4 + ...) : ( x4 + ....) = 1 + echt gebrochener Rest


(d)
Skizzieren Sie die Funktion auf Basis der Informationen (a) - (c).


(e)
Was vermuten Sie anhand der Skizze über Extremwerte und Wendepunkte?



Maximum zwischen -1 und 3 (möglicherweise in der Lücke), kein Wdp.

4.
Bestimmen Sie den Definitionsbereich und die Stellen mit waagerechter Tangente:

                             ______                                    x


(a)  f(x) =  ln √ ex - 2x           (b)     g(x) =   ────

                                                                        1 - ln x 
                                                                       ex - 2


(a)
D=R, da ex > 2x für alle x;   f'(x) = ────── ; f'(x)= 0  → ex = 2, also x = ln 2

                                                                     2(ex - 2x)

                                                                      2 - ln x


(b)
D: x>0 und x≠e;                  g'(x) = ─────   ; g'(x)=0 → ln x = 2, also x = e2
                                                                     (1 - ln x)2
5.
f(x) =   x3 (1 - 3 ln x)     Bestimmen Sie     

(a)
den Definitionsbereich und die Nullstellen von f


D: x>0; Nullstellen: (x=0 ist keine!); 1-3 ln x = 0 → ln x = 1/3 → Nst x = e1/3

(b)
die Ableitungen f ', f ''  und f '''


f'(x) = - 9x2 ln x;  f''(x) = -9x(2 ln x + 1);  f'''(x) = - 18 lnx - 27


(c)
die Extremwerte und Wendepunkte


Ext:      f'(x) = 0 → x=1 KfE; f''(1)= -9 <0 → x=1 Max.



Wdp:   f''(x) = 0 → ln x = -1/2 → x = e-1/2 KfW; f'''(e-1/2) ≠ 0 → x=e-1/2 Wdp.


(d)
lim f(x)  und  lim f'(x)  für  x → 0;   lim f(x) für x → ∞


lim f(x) = lim (x3 - 3x2(x ln x)) = 0; analog lim f'(x) = 0  wegen lim (x lnx) = 0 (Vorl.)

               x→0                                                                                                x→0                                          x→0


lim f(x) = - ∞  (wegen ∞ · (-∞) = - ∞)



x→∞

(e)
Fertigen Sie eine Skizze von f auf Basis der Informationen (a) - (d).
6.
Bestimmen Sie eine Integralfunktion (Stammfunktion) folgender Funktionen f(x) =
                        3 __                                                                                   3 ___

(a)  e3x+2 -  √x8     (b)  (x-1) e2x    (c)   (2 sin x + 3)5 cos x    (d)   (x-1) √x+3

(a)
1/3 e3x+2 - 3/11 x11/3   
(lineare Substitution, Potenzregel)


(b)
e2x (x/2 - 3/4)


(partielle Integration u = x-1, v' = e2x; lineare Subst.)


(c)
1/12 (2 sin x + 3)6

(Substitution z = 2 sin x + 3)


(d)
3/7 (x+3)7/3 - 3(x+3)4/3
(Substitution z=x+3, x=z-3, x-1=z-4, dz=dx;








 Alternative: partielle Integration mit u=x-1, v'=(x+3)1/3)
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