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1.
f(x,y) =  3x2y + 2xy3 - 4xy

(a)
Bestimmen Sie die Tangentialebene von f  im Punkt  (-1, 1)  in Koordinatenform.


fx = 6xy + 2y3  - 4y

fx(-1,1) = -8



fy = 3x2 + 6xy2 - 4x

fy(-1,1) =  1



f(-1,1)=5;  z = 5 - 8(x+1) + 1(y-1) →  Tang.E: 8x - y + z = - 4


(b)
In welchen Punkten (x,y) hat f(x,y) eine horizontale Tangentialebene?


fx = 6xy + 2y3 - 4y =  y(6x + 2y2 - 4) = 0



fy = 3x2 + 6xy2 - 4x = x(3x + 6y2 - 4) = 0



x=0 → y=0 oder 2y2-4=0, y=±√2
→ Pkte (0,0), (0,+√2), (0,-√2)



y=0 → x=0 oder 3x-4=0, x=4/3
→ Pkt  (4/3,0) 


sonst:  
I   6x + 2y2 - 4 = 0   





II  3x + 6y2 - 4 = 0



aus 3·I - II ergibt sich 15x=8, x=8/15,


daraus y2 = 2/5 = 0.4 und y = ±√0.4   → Pkte (8/15,+√0.4), (8/15,-√0.4)


Insgesamt hat f in sechs Punkten eine horizontale Tangentialebene.



Bem: NEWTON2 liefert zwar auch diese Lösungen, man hat aber keine Garantie, 



dass dies alle Punkte mit waagerechter Tangentialebene sind.
2.
F = (z ey + 4xy3z - yz2, xzey + 6x2y2z - xz2, x ey + 2x2y3 - 2xyz + ez)


(a) 
Zeigen Sie, dass F ein Gradientenfeld ist.    
Nachweis durch das Kriterium.


(b)
Bestimmen Sie ein Potential von F.


Φ(x,y,z) = xzey + 2x2y3z - xyz2 + ez 


(c)
Berechnen Sie  ∫F für einen beliebigen Weg, der von (0,0,0) nach  (1,1,1) führt.



∫F = Φ(1,1,1) - Φ(0,0,0) = (e+2-1+e) - 1 = 2e

3.
A sei das durch die Funktionen   f(x) = ex  und  g(x) = 2 - x2   eingeschlossene 


Flächenstück (Skizze!). Berechnen Sie das Volumen des Rotationskörpers, der bei 


Rotation 
von A um die x-Achse erzeugt wird. (SIMPSON n=20 und Fehlerschätzung.)


Schnittpunkte der Kurven sind a = -1.315 973 778 und b = 0.537 274 449 (NEWTON)


Das Volumen ergibt sich als Differenz der Einzelvolumina: V = Vg - Vf

V = π  ∫ (2-x2)2 dx -  π  ∫ (ex)2 dx  =  ∫ π ((2-x2)2 - e2x) dx  auf [a,b] 

S20 = 11.113 369 924,  S10 = 11.113 794 760, Δ20 = (S20-S10)/15 = 2.8 x 10-5
4.
DGL  (x2+1) y' =  exp(-y) mit  y(0) = 1 .     Man beachte: exp(x) = ex

(a)
Lösen Sie die DGL exakt. Was ist y(1) ?


ey dy = 1/(x2+1) dx → ey = arctan x + c → y = ln (arctan x + c)



y(0) = ln (arctan 0 + c) = ln (0+c) = ln c = 1 → c = e;



y(1) = ln (arctan 1 + e) = ln (π/4 + e) = 1.253 813 842


(b)
Geben Sie für y(1) eine Näherung mittels RUNGE-KUTTA mit n=10 und 


vergleichen Sie den geschätzten Fehler mit dem wahren Fehler.


y' = 1/(ey (1+x2) → f(x,y)



R10 = runge(0,1,1,10) = 1.253 813 853  → Δ10 = (R10-R5)/15 = 1.1 x 10-8


R5  = runge(0,1,1,5)   = 1.253 814 024



Der wahre Fehler |y(1) - R10| = 1,06 x 10-8 ist nur unwesentlich kleiner.

5.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer linearen DGL 3. Ordnung


mit konstanten Koeffizienten sind
                                                                      ___






  λ = 0  und  λ = a ± √a+2  , a ( R.

(a)
Wie lautet die homogene Differentialgleichung?

                                         ___                ___                        ___                   ___


P(λ) = λ (λ - a - √a+2) (λ - a + √a+2) = λ ((λ - a) - √a+2) ((λ - a) + √a+2) =


λ ((λ-a)2 - (a+2)) = λ(λ2 - 2aλ + a2-a-2) = λ3 - 2aλ2 + (a2-a-2)λ   →



DGL  y''' - 2a y'' + (a2-a-2) y' = 0


(b)
Bestimmen Sie die vollständige homogene Lösung der DGL, abhängig von a.



Vielfachheiten:

                                                                ___



NR1 
λ2/3 = λ1 = 0?  0 = a ± √a+2 → a2 = a+2 → a2-a-2=0 → a1/2 = - 1 ; 2



NR2

Δ = 0 → a+2 = 0, also a= -2



Dies führt zu folgenden Fällen:



a = -1
λ=0,0,-2


yh = c1 + c2x + c3e-2x


a =  2
λ=0,0,4


yh = c1 + c2x + c3e4x


a = -2
λ=0,-2,-2


yh = c1 + c2e-2x + c3xe-2x


Reell - komplex:

                                                                                            ___                             ___



a>-2 und a≠-1, ≠2: 

yh = c1 + c2 exp((a + √a+2) x) + c3 exp ((a - √a+2) x)

                                    ___                                          ___                          ___



a<-2

λ=0,a+j√-a-2

yh = c1 + c2 eax cos (√-a-2 x) + c3 eax sin (√-a-2 x)






6.
Berechnen Sie die vollständige Lösung der DGL    y''' - 2y'' + 2y' = x2 + 2x + ex   .



Allg. homogene Lösung:  λ3 - 2λ2 + 2λ = λ (λ2 - 2λ + 2) = 0 →
 

λ1=0, λ2/3 = 1±j   →   yh = c1 + c2 ex cos x + c3 ex sin x



Spezielle inhomogene Lösung:
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Störansatz:
ys = Ax3 + Bx2 + Cx + Dex


Ableiten, Einsetzen in die DGL und Koeffizientenvergleich ergibt das LGS:



 
6A - 4B + 2C   
= 0


     
    -12A + 4B         

= 2


               
6A         


= 1

                      
                 D
= 1



Daraus ergeben sich die Koeffizienten:  D = 1, A = 1/6, B = 1, C = 3/2



Gesamtlösg.: y = ys+yh = 1/6 x3 + x2 + 1.5 x + ex + c1 + c2 ex cos x + c3 ex sin x
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