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1.
(a)
z = -2+3j,  w = 1-4j.    Berechnen Sie |z-w|,  z·w und (z-3) / (w+2j).



|z-w| = √58,  z·w = 10+11j,  (z-3)/(w+2j) = (-11-7j)/5

                                                                                  _

(b)
Bestimmen Sie die 6. Wurzeln aus   z = - √3 - j   und skizzieren Sie


ihre Lage (mit Angabe der Winkel).



z = 2 exp(j·7π/6) → 6. Wurzeln aus z = wk = 21/6 exp(j·(7π/36 + k·2π/6), k=0,...,5.



Die 6 6. Wurzeln von z liegen auf dem Kreis um 0 mit dem Radius r=21/6 


und haben die Winkel 35° + k·60°.

                                                ______

2.
Gegeben sind   f(x,y) =  √x + ln y   und   g(x,y) = x2ey - yex .   

(a)
Bestimmen und skizzieren Sie den Definitionsbereich von f(x,y).


y>0 (wegen ln); x+ln y ≥ 0 (wegen √), also ln y ≥ -x, y ≥ e-x  (dann automatisch y>0)


D = {(x,y)| y ≥ e-x } = alle Punkte oberhalb der Kurve y=e-x (inkl. der Kurve selbst)

(b)
Bestimmen Sie die Tangentialebene von f  im Punkt (1, e) in Koordinatenform.


fx = 1/2√(x+ln y), fy = 1/2y√x+ln y); f(1,e)=√2, fx(1,6)=1/2√2, fy(1,e)=1/2e√2



E: -ex - y + 2e√2 z = 2e  oder  -½x - 1/2e y + √2 z = 1.

(c)
Wo hat g(x,y) eine horizontale Tangentialebene? (Eine Lösung genügt.)


I  
gx = 2xey - yex = 0



II 
gy = x2ey - ex    =0



NEWTON2 liefert je nach Startwert zwei Lösungen (hier genügt eine davon):



x1 =  2.750 883 341, y1 =  0.727 039 191  und



x2 = -1.225 446 792, y2 = -1.632 057 803



Hinweis: (II) kann man nach y auflösen und dann in (I) einsetzen; dann lassen 


sich die beiden Lösungen mit dem eindim. NEWTON berechnen.

3.
DGL  y''' + 2ay'' + (a-1)y' = 4x2 + 2x + x e3x ,  a ( R.

(a)
Bestimmen Sie die allgemeine homogene Lösung abhängig von a.



λ3 + 2aλ2 + (a-1)λ = 0  → λ1=0,  λ2/3 = -a ± √(a2 - a +1)


Δ=a2-a+1 hat keine reelle Nst. (a1/2 = ½ ± √-¾ ) → Δ>0 → λ2/3 immer reell.


Kann λ2/3 = 0 werden?  λ2/3=0 ↔ a2 = a2-a+1 ↔ a=1; 


Für a=1 ist 0 also eine doppelte Nst. des charakt. Polynoms. 


Damit ergibt sich folgende einfache Fallunterscheidung:


a = 1 → λ = 0,0,-2
→ 
yh = c1 + c2x + c3e-2x


a ≠ 1 → λ s.o.      
→
yh = c1 + c2 exp((-a+√Δ)x) + c3 exp((-a-√Δ)x)


(b)
Wie lautet der Ansatz für eine spez. inhomogene Lösung abhängig von a?
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Der Sonderfall a=1 ergibt sich schon aus dem homogenen Sonderfall.



NR
wegen Resonanz: 3 = -a ± √(a2-a+1)  → (3+a)2 = 9+6a+a2 = a2-a+1,



→ 8 = -7a. Also einfache Resonanz bei a = - 8/7. Dann λ2=3, λ3=-5/7.


(Hinweis: eine separate behandliung von "2x" ist sinnlos, "4x2+2x" ist ein 



Polynom 2. Grades)




(c)
Fassen Sie die homogenen und inhomogenen Lösungen zusammen.



Es ergeben sich drei Fälle:   Abkürzung √ = √(a2-a+1)


a=1 

→
y = Ax4 + Bx3 + Cx2 + (Dx+E) e3x + c1 + c2x + c3e-2x


a=-8/7
→
y = Ax3 + Bx2 + Cx + x(Dx +E) e3x + c1 + c2e3x + c3e-7/5 x


a sonst
→
y = Ax3 + Bx2 + Cx + (Dx +E) e3x + c1 + c2e(-a+√)x + c3e(-a-√) x
4.
Gegeben sind die Kurven  f(x) = 3 + ln x  und  g(x) = ex.

A sei das durch diese Kurven eingeschlossene Flächenstück.  Skizze!

Berechnen Sie mittels SIMPSON (n=20) und geben Sie eine Fehlerschätzung:

Die Kurvenschnittpunkte sind a = 0.161 205 842 366 und b = 1.141 890 548 92,


wie sich mit NEWTON z.B. mit den Startwerten 0.1 und 1 ergibt. Die Startwerte 


gewinnt man aus der Skizze.

(a)
Umfang von A.


U = ∫ √(1+1/x2) + √(1+e2x) auf [a,b];


S20=4.442732097,   Δ20=(S20-S10)/15 = 1.7 · 10-4

(b)
Volumen des durch Rotation von A um die x-Achse erzeugten Rotationskörpers.



V = π ∫(3+ln x)2 - π ∫e2x = π ∫ (3+ln x)2 - e2x  auf [a,b];



S20 = 6.135 024 520, S10 = 6.135 081 976 → Δ20 = 3.8 · 10-6
5.
DGL   y' y2 = x ex   mit  y(0) = 1.


(a)
Lösen Sie die DGL exakt und bestimmen Sie y(1).


Typ TdV: ∫ y2dy = ∫ xexdx → ⅓y = (x-1)ex + c   (rechts partielle Integration);



y = (3(x-1)ex + c)1/3  ist die allg. Lösung der DGL.


y(0) = (-3+c)1/3 = 1 → c=4 "spezielle" Lösung mit Startbedingung y(0)=1.


y(1) = 41/3 = 1.587 401 052 ... ist der exakte Wert der Lösung für x=1.

(b)
Berechnen Sie eine Näherung für y(1) mittels RUNGE-KUTTA mit n=10


und schätzen Sie den Fehler dieser Näherung. Wie groß ist der wirkliche Fehler?



y' = f(x,y) = x ex/y2; damit
R10 = RUNGE(0,1,1,10) = 1.587 403 238;









R5  = RUNGE(0,1,1,5)   = 1.587 438 919



Daraus ergibt sich Δ10 = (R10-R5)/15 = -2.4·10-6  (geschätzter Fehler)



Wirklicher Fehler y(1)  - R10 = -2.2·10-6  (zeigt die Qualität der Schätzung).


                                                           1


(c)
Berechnen Sie näherungsweise  ∫y(x)dx  für die Lösungsfkt. y(x) der DGL,


                                                           0




indem Sie das SIMPSON-Verfahren auf die RUNGE-Werte mit n=4 anwenden.



Die RUNGE-Werte für x=0, 0.25, 0.5, 0.75 und 1 werden mittels SIMPSON



(d.h. mit den Gewichten 1,4,2,4,1) aufaddiert. Man erhält wegen n=4 mit h=0.25:



∫ ydx = 0.25/3 [1 + 4x1.035706 + 2x1.151580 + 4x1.341232 + 1.587497],


das ergibt den Näherungswert 1.199 867.
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