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        x2-x-6


(a)
Zerlegen Sie Zähler und Nenner vollständig.
 

1.
f(x) =  ─────────

(b)
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.
 

   (x2-2x-3)(x2-1)

Die Aufgabe ist per Hand (und Kopf) zu rechnen!

Zähler = (x-3)(x+2), Nenner = (x-3)(x+1)2(x-1); gekürzt g(x) = (x+2) / (x+1)2(x-1)





    x+2               a            b            c


PBZ-Ansatz  ─────── =  ───  +   ───  +  ───
                            (x+1)2(x-1)       x+1       (x+1)2       x-1


→  x+2 = a(x+1)(x-1) + b(x-1) + c(x+1)2  →   b= -1/2, c= 3/4, KV(x2) → 0=a+c, a = -3/4


F(x) = -3/4 ln|x+1| + 1/2 (x+1)-1 + 3/4 ln|x-1|

2.
f(x,y) =  4xy2 – 3y – ln x   (x,y ∈ R)

(a)
Bestimmen Sie die Koordinatenform der Tangentialebene von f  im Punkt  (1,1) .

(b)
Wo hat f eine horizontale Tangentialebene?     (c)  
Hat f Extremwerte?


(a)
fx(x,y) = 4y2 - 1/x, fy(x,y) = 8xy -3; f(1,1) = 1, fx(1,1) = 3, fy(1,1) = 5 →



z = 1 + 3(x-1) + 5(y-1)  →  3x + 5y - z = 7


(b)
fx(x,y) = fy(x,y) = 0; 1. Gleichung → x = 1/y2, einsetzen in die 2. ergibt y = 2/3,


also x = 9/16, KfE (x,y) = (9/16, 2/3)


(c)
Δ(x,y) = 8(1/x - 8y2) → Δ(9/16, 2/3) = - 128/9 < 0 → keine Extremwerte

3.
F(x,y,z) = (4xy - 2 + 3z2, 2x2 + eyz, ey + axz),  a ∈ R

(a)
Für welches a ist f ein Gradientenfeld?


(b)
Bestimmen Sie für dieses a eine Potentialfunktion von F und berechnen Sie  ∫F längs einer 


beliebigen Kurve von (0,0,0) nach (1,1,1).

(a)
F =: (F1, F2, F3); wegen F1z = 6z und F3x = az muss a = 6 sein, falls F ein Gradientenfeld 



sein soll. Die anderen Kriterien sind erfüllt: F1y = F2x = 4x, F2z = F3y = ey.


(b)
Die Integration der Komponenten ergibt Φ (x,y,z) = 2x2y - 2x +3xz2 + eyz + c,



Integral  ∫F = Φ(1,1,1) - Φ(0,0,0) = e + 3 (Verbindungskurve beliebig).

4.
A sei das Flächenstück, das von f(x) = x4 und g(x) = 1 + ln(x+2) eingeschlossen wird (Skizze!).

Berechnen Sie den Flächeninhalt und den Umfang von A mittels SIMPSON und schätzen Sie 

die Fehler für n=20.


Die Schnittpunkte von f und g sind die Nullstellen von h(x) = 1 + ln(x+2) - x4 (NEWTON) →


a = -1, b = 1.213 333 539 7


Fläche = ∫ 1 + ln(x+2) - x4  in den Grenzen a bis b; 


S20 = 3.024 973 224, S10 = 3.024 286 618 → Δ20 = (S20-S10)/15 = 4.57 x 10-5
                            ______       _______


Umfang = ∫ √1+(4x3)2 + √1+(x+2)-2    in den Grenzen a bis b;


S20 = 6.913 782 474, S10 = 6.914 390 518 → Δ20 = -4.05 x 10-5
                                             _

5.
DGL
x2 y' – 3(y+1) √x  = 0  mit  y(1) = 0 .   

(a)
Lösen Sie die DGL exakt. (Integrationen manuell durchführen!)

(b)
Geben Sie für y(2) eine Näherung mittels RUNGE-KUTTA (n=8 mit Fehlerschätzung). 

(c)
Wie groß ist der wirkliche Fehler mit n=8?  
                                      _


(a)
(y+1)-1 dy = 3√x /x2 dx = 3x-3/2 dx



ln|y+1| = -6 x -1/2 + c → y = c exp(-6x-1/2) – 1 (allg. Lösung)


y(1) = 0 → c = e6 → y = exp(6-6x-1/2) – 1 (spez. Lösung)

                                               _


(b)
y' = f(x,y) = 3(y+1) √x /x2  auf [1,2] mit y(1)=0



R8 = 4.796 776 956, R4 = 4.793 006 107 → Δ8 = 2.5 x 10-4

(c)
Wahrer Fehler |y(1) - R8| = |4.797 108 814 - R8| = 3.3 x 10-4, 


also ist der wahre Fehler etwas größer als der geschätzte.

6.
DGL
y''' - 2ay'' + (2-a)y' = 1 + x2 + 3ex – 4xexsin 2x,  a ∈ R

(a)
Bestimmen Sie die allg. homogenen Lösungen für a = -2, 0, 1, 2 und 3.


(b)
Bestimmen Sie den Ansatz für eine spezielle inhomogene Lösung für a = 1.

                                                                                                               _______


(a)
λ3 - 2aλ2 + (2-a)λ = λ (λ2 -2aλ + 2 - a) = 0 → λ1 = 0, λ2/3 = a ± √a2 + a -2



a = -2
λ = 0, -2, -2

c1 + c2 e-2x + c3 x e-2x


a = 0
λ = 0, ±j√2

c1 + c2 cos(√2 x) + c3 sin(√2 x)


a = 1
λ = 0, 1, 1

c1 + c2 ex + c3 x ex


a = 2
λ = 0, 0, 4

c1 + c2 x + c3 e4x


a = 3
λ = 0, 3 ± √10

c1 + c2 e(3+√10)x + c3 e(3-√10)x

(b)
λ

r(x)


s
k
grad q
ys =



────────────────────────────────────────────────


0,1,1
1+x2


0
1
2

x(Ax2 + Bx + C)





3ex


1
2
0

x2 ex D





4xex sin 2x   1+2j
0
1

ex [(Ex+F) cos 2x + (Gx+H) sin 2x]
  

────────────────────────────────────────────────


Der Ansatz für ys ist die Summe der drei Teilansätze ys1, ys2, ys3.

7.
In einer "Urne" sind 100 000 Kugeln, davon sind 62% rot. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit,

dass bei 1000-maligem Ziehen ohne Zurücklegen mindestens 600, aber höchstens 630 


rote Kugeln gezogen werden?


X = Anzahl der roten Kugeln in der Stichprobe.


Ziehen ohne Zurücklegen → X ist H(N=100000, m=62000, n=1000) - verteilt.


Berechnung der erforderlichen Binomialkoeffizienten wegen der Größe der Parameter nicht 


möglich; Approximation durch binomialverteilte Größe X' erlaubt, da N ≥ 1000, n ≤ N/20 = 5000.

X' ist B(n=1000, θ=m/N=0.62) - verteilt. Auch hier: Parameter zu groß zur direkten Berechnung.
Approximation durch normalverteilte Größe X'' erlaubt, da σ2 = nθ(1-θ) = 235.6 ≥ 9.


X'' ist N(μ=nθ=620, σ=√235.6) - verteilt. Stetigkeitskorrektur ±0.5 beachten!

p(600 ≤ X ≤ 630) ≈ p(599.5 ≤ X'' ≤ 630.5) = NORV(620, 15.349, 599.5, 630.5) = 66.22 %
Folgende Hinweise bitte unbedingt zuerst durchlesen und beachten:



   *  Arbeitszeit 90 Minuten; Aufgabenblatt bitte sofort in GROSSER DRUCKSCHRIFT ausfüllen
   *  alle abzugebenden Blätter sind mit Ihrem Namen zu kennzeichnen

   *  für jede Aufgabe bitte ein neues Blatt beginnen

   *  Lösungen gelten nur, wenn alle  Zwischenschritte erkennbar sind
   *  ein selbsterstelltes Blatt mit Formeln ist zulässig, keine weiteren Hilfsmittel außer dem TR
   *  Abgabe: Aufgabenblatt, Aufgaben in richtiger Folge 1,2,3..., keine Klammerheftung
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