Prof. Dr. Burkhardt Renz Logik und formale Methoden
TH Mittelhessen Ubungen

Ubungen Logik und formale Methoden
[Viele der Ubungen sind aus dem Buch von Huth und Ryan.]

A AUSSAGENLOGIK
AUSSAGEN

Aussagen

Welche der folgenden Satze sind wahrheitsdefinite Aussagen?

Ich gratuliere Dir zum Geburtstag.
Es zieht.
SchlieBen Sie bitte das Fenster.

)
)
)
d) GieBen ist nérdlich von Frankfurt.
) GieBen ist stdlich von Frankfurt.
) Geht es Hans gut?

)

Gisela studiert Informatik.

Formalisierung von Aussagen

Formalisieren Sie folgende Aussagen mit Hilfe der Junktoren —, —, A und v. Geben
Sie jeweils an, welche atomaren Aussagen p, q, ... Sie verwenden.

(a) Wenn die Sonne heute scheint, wird sie morgen nicht scheinen.

(b) Wenn das Barometer fallt, wird es regnen oder schneien.

(c) Wenn eine Anfrage eingeht, wird sie irgendwann bestatigt oder die Anfragebear-
beitung macht iiberhaupt keinen Fortschritt mehr.

(d) Wenn die Zinsen steigen, sinken die Aktienkurse.
(e) Heute wird es regnen oder die Sonne wird scheinen, aber nicht beides.

(f) Krebs wird nicht heilbar sein, ehe nicht die Ursache gefunden wird und ein neues
Medikament entwickelt wird.

(g8) Wenn der Mond ein gelber Kase ist, ist 6 eine Primzahl.

DIE FORMALE SPRACHE DER AUSSAGENLOGIK
Klammern in Ausdriicken

Wir erinnern uns an die Regeln iiber die logischen Operatoren:

— bindet starker als A
A bindet starker als v
v bindet starker als —
— ist rechts-assoziativ, d.h. p — ¢ — r ist kiirzer fir p — (¢ — r).

Fiigen Sie in die folgenden Ausdriicken die Klammern entsprechend der angegebenen
Regeln ein.

(@) —»pAg-or
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(b) (P—=a)A—~(rvp—q)
() P —(r—>svi)
(d) pv(=g—pnar)
() pvg——pAar
(f) pvg——q
)

Weshalb ist der Ausdruck p v ¢ A 7 (trotz unserer Regeln) problematisch?

Syntaxbaum finden

Zeichnen Sie zu folgenden Formeln den abstrakten Syntaxbaum

(@) »

(b) pArg

() pA—g——p
(d) pA(—g— —p)

)
)
)
(e) p—(=gn(g—p)

() =((=gArp—7)A(r—aq)

() —pvip—29q

) (prg) = (-rv(g—r))

) ((sv (=p)) = (—p))

) (s v ((=p) = (—p))

) (= vD))v(=g) Arr)—((=(—s)—>1))
) (=@ A(=r—(gv(=par))
Subformeln finden

Geben Sie zu folgenden Formeln alle Subformeln an:

(@ p—=(=pv(=—q¢—(prq))
(b) (s—=rvi)v(=gar)—(=(p—s)—r)
() = Ar(=r—=>(gv(=pvr))

Syntaxbaum zeichnen

Zeichnen Sie den Syntaxbaum zu einer Formel ¢ folgender Form:

(a) ¢ ist die Negation einer Implikation
(b) ¢ ist eine Konjunktion von Disjunktionen

(c) ¢ ist eine Konjunktion von Konjunktionen

Uberpriifung der Syntax von Formeln

Geben Sie zu folgenden Formeln an, ob sie wohlgeformt sind nach den Syntaxregeln
und den Regeln zu den Klammern (siehe oben). Begriindung!

(@ pAa—=lpv—q —(r—s)

(b) pA=(pvans)—(r—s)

(€ pr—(pAvs)—(r—s)
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SEMANTIK DER AUSSAGENLOGIK

Wahrheitstafeln

Konstruieren Sie Wahrheitstafeln fiir folgende Formeln

(a) p—qund =pvyq

(b) (p—q —p —p

() pv(=(gn(r—2q))

(d) prg)—(va)

(e) (p——q) ——p)—q

(f) (p—a)vp——q

(g) (pva)—=r)—>(por)vig—r1))
(h) (p—q) — (=p——0q)

Giiltigkeit etc.

Geben Sie zu folgenden Formeln an, ob sie (a) allgemeingiiltig, (b) erfillbar, (c) falsifi-
zierbar, (d) unerfiillbar sind.

(@) ¢

(b) qvp

(c) pv—p

(d) p—-p

(e) —p—vp

(f) p—>(a—p)

() p—(—q

(h) (p—a)Arp) —q

Aquivalenz von Formeln

Priifen Sie mittels Wahrheitstafeln, ob folgende Aquivalenzen gelten:

@ (=g —>r=p->(@q—r)
(b) p—ag)>r=prg—r
() beger=pe(gern)
(d) pvigar)={@vagarlpvr)

Formel zur Wahrheitstafel

Gegeben sei die folgende Wahrheitstafel

pL | p2 | P3| @
T|T|T|T
T T F|T
T F TI|F
T F F | F
F T|T|T
F T F | F
F F T|T
F F F | F
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(a) Finden Sie eine Formel ¢, die diese Wahrheitstafel hat.

(b) Welchem Sprachkonstrukt von Programmiersprachen entspricht diese Wahrheits-
tafel?

Zusammenhang von Giiltigkeit und Erfiillbarkeit

Beweisen oder widerlegen Sie folgenden Aussagen lber Formeln ¢ und :

(a) Wenn ¢ allgemeingiiltig ist, dann ist ¢ erfillbar.
(b) Wenn ¢ erfillbar ist, dann ist —¢ unerfillbar.
(c) Wenn ¢ allgemeingiiltig ist, dann ist —¢ unerfiillbar.
(d) Wenn ¢ unerfillbar ist, dann ist —¢ allgemeingiiltig.
(e) Wenn ¢ und (¢ — ) allgemeingiiltig sind, dann ist auch v allgemeingiiltig.
(f) Wenn ¢ und (¢ — ) erfillbar sind, dann ist auch v erfillbar.
)

Wenn ¢ = 9 gilt, dann ist ¢ < 1) allgemeingiiltig.

Semantische Aquivalenz — Beispiel

Welche der folgenden Formeln ist zu p — (¢ v r) semantisch dquivalent?
(@ qv(=pvr)

(b) gA—r—p

() pA-r—gq

(d)

—q A =T — —p
Semantische Aquivalenz — Eigenschaften
Zeigen Sie, dass die Relation = folgende Eigenschaften hat:

(a) = ist reflexiv, d.h. es gilt
fur alle Formeln ¢: ¢ = ¢.

(b) = ist symmetrisch, d.h. es gilt
fir alle Formeln ¢, v: Wenn ¢ = ¢ gilt, dann auch ¢ = ¢.
(c) = ist transitiv, d.h. es gilt

fir alle Formeln ¢, 1), x: Aus ¢ =4 und ¥ = x folgt ¢ = .

Eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heiBt auch Aquivalenzrelation.

Semantische Aquivalenz — Eigenschaften von Operatoren

Zeigen Sie folgende Eigenschaften der Booleschen Operatoren

(a) A und v sind kommutativ, d.h.
dAY=1YA¢und
v =ivo.
(b) A und v sind assoziativ, d.h.
oW Ax)=(Ag)Axund
ov (W vx)=(@ve) v
(c) A und v sind absorptiv (erfiillen die Verschmelzungsregeln), d.h.
¢ A(dvY)=¢und
v (PAy)=0.
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(d) A und v sind distributiv, d.h.
¢A (W vx)=(pAY) V(o AX)und
dv W Ax)=(ove)alevx).

(e) Die Negation — erfillt die Komplementregeln d.h.
¢ A—¢p=_1und
ov—p=T.

Eine Menge mit den Operatoren A, v, — und den Konstanten T, L mit diesen Eigen-
schaften nennt man Boolesche Algebra.

NATURLICHES SCHLIESSEN

Programm zur Losung der Aufgaben zum natiirlichen SchlieBen

Richard Bornat und Bernard Sufrin haben den Jape proof calculator® entwickelt, mit
dem man Herleitungen mit den Regeln des natiirlichen SchlieBens interaktiv entwickeln
kann. Ich hatte beim ,,Spielen” mit diesem Programm den Eindruck, dass man schnell
rausfindet, wie man bei den Herleitungen mit dem Programm vorzugehen hat. Ich emp-
fehle deshalb fiir die Ubungen Jape zu verwenden.

Die Dateien zur Installation von Jape findet man auf der Webseite jape.org.uk. Fir
unsere Ubungen habe ich die Dateien, die man zum natiirlichen SchlieBen braucht etwas
angepasst und bereits die Aufgaben eingegeben. Um dies zu verwenden, laden Sie die
Datei 1fm-jape.zip von meiner Webseite herunter, entpacken Sie in ein Verzeichnis.
Nach dem Start von Jape wéhlen Sie den Menipunkt File/Open new theory... und
wahlen die Datei I2L-LfM. jt aus dem Verzeichnis, in das Sie 1fm-jape.zip entpackt
haben.

Zusatzliche Regeln fiir Herleitungen

Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) pk—=p (=i

(b) ——prp(——e)

(c) p—q, —q+ —p (MT Modus tollens)

(d) Fpv —p (TND Tertium non datur)

(e) p— g+ —q— —p (Kontraposition)

(f) »— q,—p— q+ q (Beweis durch Fallunterscheidung)
Klassische Gesetze

Zeigen Sie folgende Aussagen (Peirce’s Gesetz und die De Morgan-Gesetze?):

@ F(—=q9—p —r
(b) —(prg)F—-pv—q
() =pv—gk—=(prq)
(d) —(pva)F—-pAr—qg
() —pA—qgk—=(pvaq)

1 Jape is a synonym of joke." [en.wikipedia.org]
2 Charles Sanders Peirce, amerikanischer Logiker 1839 - 1914, Augustus De Morgan, englischer
Mathematiker 1806 - 1871
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Herleitungen

Zeigen Sie folgende Aussagen:

@) (pArg)Ar,sAtqgAs

(b) pAgrFgnap

() (prg)Art=pAal(gnar)

(d p>P—a,p+q

() ¢—=@—r)—rqgkE—p

f) Flprg —p

(8) p-P—a) —q

(h) (p—=>r)Aa(@g—>r)Eprg—r
(i) ¢—=r=p@—-q9—>@—>r)

() p=gr—-oskpvr—qvs
(k) (pv(@—=p)Argrp

) pogroskEpar—qgns
(m) pogarkEpE—o9Ar(p—or)
(n) pvArgrp

(0) (prg)v(pAar)E=pa(gvr)

Herleitung aus der Wahrheitstafel

Stellen Sie die Wahrheitstafel fiir die Formel ¢ gegeben durch (p — ¢) - (—q — —p)

auf.

Verwenden Sie die Wahrheitstafel, um eine Herleitung — ¢ zu generieren, so wie wir

das im Beweis der Vollstdndigkeit des natiirlichen SchlieBens getan haben.

NORMALFORMEN

Konjunktive Normalform CNF

Bestimmen Sie fiir folgende Formeln die konjunktive Normalform CNF:
(@ —(peq

(b) (p—a)—a)—a

(€ (= (Ar—aq)rlg—(gA—p)

Disjunktive Normalform DNF

Bestimmen Sie fiir folgende Formeln die disjunktive Normalform DNF:
(@) —(peq)

(b) (P—a)—a)—q

(€ (= @ar—a)A(@—(qA-p)

Algorithmus CNF etc.

Berechnen Sie schrittweise nachvollziehbar
cnf (nnf (impl_free(—(p — (—=(g A (=p — ¢)))))))-
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ENTSCHEIDUNGSFRAGEN DER AUSSAGENLOGIK

Horn-Formeln

Wenden Sie den Algorithmus fiir Horn-Formeln an:

@) pargrw—L)At->LA(r—=p)A(To>r)A(To g A(u—>s)A(T - u)
(b) (prans—p)algar—p)alpars—s)

(€ rgrs—>L)algar—p)a(T—s)

(d) (ToDA(Tos)A(w—-L)Apagans—> L)A(v—os)A(T ->r)a(r—p)

Horn-Klauseln

Eine Formel in konjunktiver Normalform heiBt Horn-Klausel, wenn jede Disjunktions-
gruppe in der Formel hochstens ein positives Literal hat.

Stellen Sie die Formeln der vorherigen Aufgabe in dieser Form dar und zeigen Sie, dass
die Formeln jeweils tatsachlich semantisch aquivalent sind.

Alles Horn-Formeln?

Beweisen sie, dass es nicht zu jeder Formel eine semantisch dquivalente Horn-Formel
gibt.

SAT-SOLVER
Ratschlag

Worin besteht das Geheimnis lhres langen Lebens?" wurde ein 100-jahriger gefragt.
»Ich halte mich streng an die Diatregeln: wenn ich kein Bier zu einer Mahlzeit trinke,
dann habe ich immer Fisch. Immer wenn ich Fisch und Bier zur selben Mahlzeit trinke,
dann verzichte ich auf Eiscreme. Wenn ich Eiscreme habe oder Bier meide, dann riihre
ich Fisch nicht an.”

Der Fragesteller fand diesen Ratschlag ziemlich verwirrend. Kénnen Sie ihn vereinfa-
chen? [Schéning, p.12]

(a) Formalisieren Sie die Aussagen des Greises.

(b) Verwenden Sie den MPA und ermitteln Sie Wahrheitswerte fiir die Atome, unter
denen die Aussagen wahr sind.

(c) Ermitteln Sie eine Vereinfachung des Rats als Formel und driicken Sie die einfa-
chere Formel in natiirlicher Sprache aus.

Zeit-Ratsel
Die Wochenzeitung ,,Die Zeit" veroffentlicht Ratsel der folgenden Art:

Von den Unsen ist bekannt, dass sie entweder immer ligen oder immer die Wahrheit
sagen.

Ansen, der Magier: ,Wenn Honsen, der Medizinmann, liigt, dann sagt genau einer von
Donsen, dem Waichter, und Insen, dem Spaher, die Wahrheit."

Bonsen, der Hauptling: ,Wenn Consen, der Krieger, und Ensen, der Stallbursche, liigen,
dann sagt Konsen, der alteste, die Wahrheit."

Consen, der Krieger: ,Wenn Konsen, der Alteste, liigt, dann liigt auch Donsen, der
Wachter."

Donsen, der Wachter: ,Wenn Insen, der Spaher, die Wahrheit sagt, dann liigt entweder
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Gonsen oder Ensen."

Ensen, der Stallbursche: ,Wenn Ansen, der Magier, liigt, dann sagt Insen die Wahrheit."
Fonsen, der Jager: ,Wenn Insen, der Spaher, und Ansen, der Magier, beide die Wahrheit
sagen, dann ligt Gonsen, der Gartner."

Gonsen, der Gartner: ,wenn Insen ligt, dann ligt auch Fonsen.”

Honsen, der Medizinmann: ,Wenn Ensen die Wahrheit sagt, dann sagt auch Donsen,
der Wachter, die Wahrheit."

Insen, der Spaher: ,Wenn Honsen, der Medizinmann, ligt, dann sagt Bonsen, der Haupt-
ling, die Wahrheit."

Konsen, der Alteste: ,Wenn Ensen, der Stallbursche, liigt, dann sagt von Insen, dem
Spaher, und Ansen, dem Magier, genau einer die Wahrheit."

So was kann ein Informatiker doch maschinell l6sen, oder?

Noch ein Zeit-Ratsel
Logelei aus dem Zeit Magazin Nr.48/2007 22.November 2007

Eines Tages kommt die Katze des Dorflehrers mit einem rosa Hut auf dem Kopf nach
Hause.

Der Lehrer emport: ,,Das waren bestimmt wieder einige der acht Lausbuben in meiner
Klasse!"

Im Dorf lauft ihm Simon lber den Weg, von dem er erfahrt:

.Wenn Detlev an der Aktion beteiligt war, dann auch Rolf!"

Als er gerade den Laden betreten will, sieht er Michel.

Der beteuert: ,Wenn Friedl mitgemacht hat, dann hat aber Detlev nichts mit der Sache
zu tun.”

Im Laden trifft er Detlev, welcher bekundet: , Das hat Simon angezettelt."

Auf dem Heimweg begegnet er schlieBlich Tobias und erfahrt von diesem: ,,Klaus hat
nichts mit der Sache zu tun!*

Am nachsten Morgen, bevor der Unterricht anfiangt, begegnet der Lehrer im Schulhof
Friedl, der sagt:

Wenn Tobias unschuldig ist, dann war Michel daran beteiligt!*

In der groBen Pause nimmt er sich der Reihe nach Klaus und Rolf vor.

Klaus: ,Wenn Rolf dabei war, dann auch Simon!"

Rolf: , Torsten war's!"

Fehlt nur noch Torsten, der muss ohnehin heute nachsitzen. Eine gute gelegenheit, um
auch ihn zu befragen.

Ergebnis: ,,Soweit ich wei, war Klaus einer von denen, die der Katze den Hut aufge-
bunden haben."

Die Schuldigen haben natirlich gelogen, die anderen nicht. Wer war's?

Farbungen

Man méchte oft auf planaren Karten Lander so farben, dass benachbarte Lander nicht
dieselbe Farbe haben. Interessant ist die frage, ob man damit mit drei Farben auskommt.
Bekannt ist, dass vier Farben geniigen — der sogenannte Vier-Farben-Satz.

Uberlegen Sie, wie man diese Fragestellung in der Aussagenlogik formulieren kann. und
zeigen Sie mit dem MPA, dass man die Karte der Staaten und Territorien Australiens
mit drei Farben farben kann.

DPLL-Algorithmus
Wenden Sie den DPLL-Algorithmus auf folgende Formel in CNF an:
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(—pvA (—pvr)an(pv —gvr)an (-rv s)A (rv —s)A (—p v —s)A
(—p v =gV s)

Uberpriifen Sie lhr Ergebnis mit dem MPA.
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B PRADIKATENLOGIK
OBJEKTE UND PRADIKATE

WM 2006
Gegeben seien folgende Pradikate:

b(z,y): « besiegt y

(z): « ist FuBball-Nationalmannnschaft
t(xz,y): x ist Torwart von y
v(z,y): x verliert gegen y

und folgende Konstanten:

de: deutsche Nationalmannschaft
br:  brasilianische Nationalmannschaft
to:  Nationalmannschaft togos

Driicken Sie folgende Aussagen in der Pradikatenlogik aus:

(a) Jede FuBball-Nationalmannschaft hat einen Torwart.

(b) Wenn de gegen to gewinnt, dann verliert de nicht jedes Spiel.

(c) br schlagt jedes Team, gegen das de verliert, mit Ausnahme von sich selbst.
Zusatzaufgabe: Spezifizieren Sie die Situation mit vier Mannschaften in Alloy und er-
zeugen Sie mit dem Alloy-Analyzer mogliche Verldufe der WM.

Pradikate finden

Finden Sie geeignete Pradikate, um folgendes in der Pradikatenlogik auszudriicken:

(a) Alle roten Dinge sind in der Schachtel.

(b) Nur rote Dinge sind in der Schachtel.

(c) Kein Tier ist zugleich eine Katze und ein Hund.

(d) Jeder Preis wurde von (irgend)einem Spieler gewonnen.
(e) Ein Spieler hat jeden Preis gewonnen.

DIE FORMALE SPRACHE DER PRADIKATENLOGIK

Terme und Syntaxbaum

Die Menge F sei d, f, g mit einer Konstanten d, einem Funktionssymbol f mit 2 Argu-
menten und einem Funktionssymbol g mit 3 Argumenten.

Welche der folgenden Zeichenfolgen sind Terme iiber I'. Zeichnen Sie den Syntaxbaum
der Zeichenfolgen, die Terme sind.

(@) g(d,d)

(b) f(z,9(y,2),d)

(c) 9(=, f(y,2),d)

(d) g(z,h(y, 2),d)

(e) f(f(g9(d,2), f(g9(d,x),y,9(y,d)),9(d,d)),g(f(d,d,z),d)z)
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Syntaktisch korrekte Formeln

m sei eine Konstante, f ein Funktionssymbol mit einem Argument und S und B zwei
Pradikate mit jeweils zwei Argumenten. Welche der folgenden Zeichenfolgen ist eine
(syntaktisch korrekte) Formel der Pradikatenlogik? Begriindung, wenn nicht.

(a) S(m,z)

(b)  B(m, f(m))

() f(m)

(d) B(B(m,x),y)

(e) S(B(m),2)

(f) (B(z,y) = (325(2,9)))
(8) (S(x,y) = Sy, f(f(2))))
(h) (B(z) - B(B(x)))

Spielen mit Formeln

Gegeben sei die Formel ¢

Jx(P(y, z) A (Vy(=Q(y,z) v Py, 2))),
mit Pradikaten P und @ in zwei Argumenten.

(a) Zeichnen Sie den Syntaxbaum von ¢.

(b) Identifizieren Sie alle freien und gebundenen Variablen in ¢.
(c) Gibt es eine Variable in ¢, die gebunden und frei vorkommt?
(d)

Gegeben seien eine Variable w und die Funktionssymbole f(x) und g(y,z) mit
einem bzw. zwei Argumenten.

Berechnen Sie ¢[w/z], d[w/y], ¢[f(x)/y] und P[g(y, z)/z].

SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK

Modelle erfiillen die Formel?

Gegeben sei die Formel ¢ als Va3y3z(P(z,y) A P(z,y) A P(x,2) — P(z,z)) Welches

der folgenden Modell erfiillt ¢7

(a) Das Modell mit dem Universum A gewahlt als die natiirlichen Zahlen und der
Definition von P als {(m,n)|m < n}.

(b) Das Modell mit den natiirlichen Zahlen IN als Universum und P als {(m, 2#m)|m €

IN}.

(c) Das Modell mit den natiirlichen Zahlen IN als Universum und P als {(m,n)|m <
n+1}.

Modell finden

Gegeben sei die Formel ¢ als YaVyQ(g(z,v), 9(y,v), z), wobei @ ein Pradikat mit 3
Argumenten und g ein Funktionssymbol mit 2 Argumenten ist.

(a) Finden Sie ein Modell M und eine Variablenbelegung I, so dass gilt: M &; ¢.
(b) Finden Sie ein Modell M und eine Variablenbelegung [, so dass gilt: M #; ¢.
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Modelle erfiillen die Formel?

Gegeben sei die Formel ¢ als VaVy3z(R(x,y) — R(y, z)) mit einem Pradikat R in zwei

Argumenten.

(a) Das Universum A sei die Menge {a,b,c,d} und gegeben sei die Relation R als
{(b,¢), (b,b), (b,a)}. Gilt M = ¢? Begriindung.

(b) Das Universum A sei die Menge {a,b,c,} und gegeben sei die Relation R als
{(b,¢),(a,b),(c,b)}. Gilt M = ¢? Begriindung.

Relationen und Logik
Gegeben sei eine Menge A und eine bindre Relation R iiber A.

Driicken Sie die folgenden Eigenschaften der Relation als Formel der Pradikatenlogik
aus und konstruieren Sie jeweils ein kleines Modell mit einer (kleinen) endlichen Menge

R ist total.
R ist bijektiv.

(i
@

Paradoxon?

(a) R ist nicht leer.
(b) R ist transitiv.
(c) R ist reflexiv.
(d) R ist irreflexiv.
(e) R ist symmetrisch.
(f) R ist eine Funktion.
(g) R ist injektiv.
(h) R ist surjektiv.
)
)

Der Kreter Epimenides sagt: ,Alle Kreter liigen". Dieser Satz wird gerne als das Liigner-
Paradoxon bezeichnet.

Uberdenken Sie und diskutieren Sie den Sachverhalt.

NATURLICHES SCHLIESSEN

Gesetze der Pradikatenlogik

Zeigen Sie folgende Gesetze der Pradikatenlogik mittels natiirlichen SchlieBens:

(a) —VzP(z)+ Jz—P(z)
(b) 3Jz—P(z) - —VzP(x)
(c) —3JzP(z)+ Yx—P(x)
(d) Va—P(x)+ —3zP(x)

)
)
)
(e) VaP(z) AVzQ(z) - Vz((P(x) A Q(z))
(f) Va(P(x) A Qz)) - VaP(z) A VoQ(x)
) FzP(z) v IzQ(x) + Fz(P(x) v Q(z))
) 3z(P(z) v Q(z)) + JzP(z) v 2Q(x)
) VaP(z) vVzQ(z) - Vz(P(x) v Q(z))
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() Fz(P(x) A Q(z)) - JzP(z) A J2Q(x)

Einfache Herleitungen

Beweisen Sie folgende Aussagen mittels natiirlichen SchlieBens
(a) VavVyP(x,y) = YuVuP(u,v)

(b) JzIyF(x,y) + JuIvF(u,v)

() 3aVyP(z,y) - VyJaP(a,y)

Herleitungen

Beweisen Sie folgende Aussagen mittels natiirlichen SchlieBens

(a) Fz(S - Qx)) - S — FzQ(=)
(b) —Vz—=P(z)+ JzP(x)
(c) FzP(x)F —VYaz—P(x)
(d) §—V2Q(z) - Vz(S - Q(z))

Herleitung finden und beweisen
Formalisieren Sie folgende Aussagen und beweisen Sie mittels des natirlichen SchlieBens:
Alle Linguisten kennen Chomsky

Alle Computerlinguisten sind Linguisten
Also: Alle Computerlinguisten kennen Chomsky

RELATIONALE LOGIK MIT ALLOY

Modelle fiir Assoziationen zwischen Klassen

Gegeben seien zwei Klassen A und B mit einer Assoziation zwischen den beiden Klas-
sen (wie im Klassendiagramm der UML ublich). Es sollen folgende Multiplizitaten der
Assoziation vorgegeben sein:

(a) 1 -1

(b) 0..1 -1
(¢) 0..1-0..1
(d) 1 - =

() 0..1 - %
(f) 0..1 - 1..%
() 1-1..%
(h)y * - =

(i) 1..% - =
(G) 1..x-1..%

Erstellen Sie Alloy-Spezifikationen und verwenden Sie den Alloy Analyzer, um Objekt-
modelle zu simulieren, die die Constraints erfiillen.

Assoziationsklassen simulieren

Im Metamodell der UML ist eine Assoziationsklasse sowohl eine Assoziation als auch
eine Klasse. Erstelllen Sie Alloy-Spezifikationen fiir die Klassen A und B mit verbindender
Assoziationsklasse AC mit folgenden Multiplizitdtem
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Graphen
Erstellen Sie Alloy-Modelle fir folgende Typen von Graphen und , liberpriifen” Sie das
jeweilige Modell durch Simulation im Alloy analyzer.

(a) (Ungerichteter) Graph, bestehend aus Ecken und Kanten. Zwei Ecken sind durch
hochstens eine Kante verbunden. Es gibt keine Schleifen, d.h. eine Ecke ist nie
durch eine Kante mit sich selbst verbunden.

(b) Gerichteter Graph ohne Schleifen
(c) Gerichteter Graph mit Schleifen

(d) Gerichteter Multigraph, bei dem zwei Ecken durch mehrere Kanten verbunden sein
kénnen.

(e) Ungerichteter Multigraph

Entwurfsmuster Composite
Das Entwurfsmuster Composite der GoF hat folgende Bestimmung
Compose objects into tree structures to represent part-whole hierarchies.

Composite lets clients treat individual objects and compositions of objects
uniformly.

Erstellen Sie eine Spezifikation des Musters in Alloy und driicken Sie alle benétigten
Eigenschaften der Struktur des Musters in Alloys relationaler Logik aus.

Zusatzaufgabe: Betrachten Sie auch dynamische Aspekte: Verdnderungen der Struktur
durch Hinzufiigen oder Wegnehmen von Elementen. Was lernt man daraus iiber das
Muster? Was muss man bei einer Implementierung des Musters infolgedessen beachten?

Entwurfsmuster Decorator
Das Entwurfsmuster Decorator der GoF hat folgende Bestimmung

Attach additional responsibilities to an object dynamically. Decorators provide
a flexible alternative to subclassing for extending functionality.

Erstellen Sie eine Spezifikation des Musters in Alloy und driicken Sie alle benétigten
Eigenschaften der Struktur des Musters in Alloys relationaler Logik aus.

Zusatzaufgabe: Betrachten Sie auch dynamische Aspekte: Veranderungen der Struktur
durch Hinzufiigen oder Wegnehmen von Elementen. Was lernt man daraus iiber das
Muster? Was muss man bei einer Implementierung des Musters infolgedessen beachten?

E-Mail-Anwendung
Gegeben sei das Diagramm 1 fir die Struktur der Empfanger in einer E-Mail-Anwendung.

Das Diagramm zeigt, dass jeder potentielle Empfanger einer E-Mail eine direkte Adresse
hat oder einen Alias, der selbst wieder auf andere Adressen oder Aliase verweisen kann
— verallgemeinert zu einer id.

Jede Nachricht hat nun eine Menge von Zielen (target), die bestimmte Empfanger
explizit einschlieBen soll, andere explizit ausschlieBen soll.
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- 1 * include 1..* -
m ge P target id -
————— P
*  exclude * ZF refers
address alias

Abbildung 1: Struktur E-Mail-Empfanger

Ein solches Schema kann zum Beispiel praktisch sein, wenn man manchmal Nachrich-
ten an bestimmte Gruppen von Personen wie Kollegen verschickt, dabei aber andere
Personen, wie z.B. persénliche Bekannte ausschlieBen méchte — oder umgekehrt.

Die Frage nun: wie soll in der E-Mail-Anwendung mit den Attributen include und
exclude verfahren werden? Sollen erst die Aliase dereferenziert werden und dann die
Differenz zwischen den include-Adressen und den exclude-Adressen gebildet werden?
Oder muss die Reihenfolge umgekehrt sein? Oder spielt sie gar keine Rolle?

[Beispiel stammt von Michael Jackson]

Kripke-Strukturen

Eine Kripke-Struktur ist ein endlicher Zustandsautomat (state machine) mit einer nicht-
leeren Menge init von Initalzustidnden, einer Abbildung prop der Zustinde in eine
Menge von atomaren Aussagen, einer Relation von Zustandiibergidngen next und einer
Menge von Endzustdnden final. Die Abbildung prop gibt an, welche der atomaren
Aussagen in dem jeweiligen Zustand gegeben (wahr) ist.

Was ist zu tun?

(a) Erstellen Sie eine Alloy-Spezifikation fiir Kripke-Strukturen.

(b) Schreiben Sie eine fun-Anweisung Reaches, die zu einer Kripke-Struktur alle Zu-
stiande ermittelt, die von einem Initalzustand aus erreichbar sind.

(c) Schreiben Sie ein Pradikat, mit dem man tberpriifen kann, ob eine Kripke-Struktur
keinen Deadlock hat (d.h. nur finale Zustande kénnen keinen Folgezustand haben).

(d) Schreiben Sie ein Pradikat, mit dem man aberpriifen kann, ob eine Kripke-Struktur
deterministisch ist (d.h. ein Zustand hat hochstens eine weiterfiihrende Transition).

(e) Schreiben Sie ein Pradikat, mit dem man lberpriifen kann, ob ein Zustand mit
einer bestimmten Eigenschaft in prop erreicht werden kann.

(f) Schreiben Sie ein Pradikat, mit dem man Gberpriifen kann, ob man einen Zu-
stand mit einer bestimmten Eigenschaft ausgehend von einem beliebigen Zustand
erreichen kann.

Gruppen

Eine Gruppe G ist ein Tupel (G, *,1) bestehend aus einer Menge von Elementen G,
einer Funktion # : G x G — G und einem ausgezeichneten Element 1 € GG, so dass gilt:

(1) Inverse Elemente: zu jedem z € G gibt esein ye Gsodass gilt: x sy =y =1
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(2) Assoziativgesetz: fir alle z,y,z € G gilt: x # (y* 2) = (x *x y) » 2
(3) Neutrales Element: fir alle x e G gilt: 1 sz =2+ 1= x.

Aufgaben:

(a) Spezifizieren Sie die Struktur einer Gruppe in Alloy.
(b) Lassen Sie den Alloy Analyzer eine Gruppe mit drei Elementen generieren.

(c) Uberpriifen Sie die Aussage, dass jedes Element einer Gruppe ein eindeutiges in-
verses Element hat mittels des Alloy Analyzers. Diskutieren Sie den Befund.

(d) Schreiben Sie eine assert-Anweisung zur Uberpriifung, ob eine Gruppe kommu-
tativ ist, d.h. ob fiir alle 2,y € G gilt: 2 +y = y + 2. Uberpriifen Sie die Anweisung
mit steigendem Scope beginnend bei 1.

Projektive Ebenen

Eine projektive Ebene ist eine Menge von Punkten und Geraden mit folgenden Eigen-
schaften:

(1) Zu je zwei verschiedenen Punkten gibt es genau eine Gerade, auf der die Punkte
liegen.

(2) Zu je zwei verschiedenen Geraden gibt es genau einen Punkt, in dem sich die Geraden
schneiden.

(3) Auf jeder Geraden liegen wenigstens 3 Punkte.
(4) Durch jeden Punkt gehen mindestens 3 Geraden.
Aufgaben:

e Sperzifizieren Sie die Struktur einer (endlichen) projektiven Ebene in Alloy.

e Zeigen Sie mit Alloy, dass die kleinste endliche projektive Ebene 7 Punkte und 7
Geraden hat.

Sudoku

In einem gelosten Sudoku kommen die Ziffern 1 bis 9 genau einmal in jeder Zeile, einmal
in jeder Spalte und einmal in jedem Sektor (einem der 9 3x3-Subquadrate vor).

Gegeben sei folgendes Ratsel (Abb. 2):
(a) Schreiben Sie eine Alloy-Spezifikation fiir die Regeln von Sudoku. Hinweis: man
kann Sudoku auffassen als ternare Relation, bei der jedes Tupel (7, ¢, v) folgendes

darstellt: r ist die Zeile (row), ¢ ist die Spalte (column) und v ist der Wert (value)
der entsprechenden Zelle.

(b) Geben Sie ein partielles Modell fiir die Relation vor — entsprechend der vorbelegten
Ziffern im Ratsel und lassen Sie den Alloy Analyzer die Lésung finden.

(c) Wie ,lbersetzt" Alloy wohl die Aufgabe in eine Formel der Aussagenlogik? (Denken
Sie an die Aufgabe mit der Kartenférbung)

Erdkunde-Klassenarbeit
Logelei aus dem ZEIT-Magazin vom 24.05.2007

Claudia musste fir den Erdkundeunterricht vier Berge auswendig lernen. Am
nachsten Tag in der Klassenarbeit kann sie sich noch an Folgendes erinnern:
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9|7 1
9|8 4 6 7
516 4
1 8
6 3|11
4 2 3|8
7 5 2 6
9 5
6|4

Abbildung 2: Sudoku

Auf dem Felderer findet sich kein Steinhaufen.

Der Berg in Barunien heiBt weder Schneehorn, noch ist er 2317 Meter hoch.
Auf einem der Berge war ein gigantischer Felsen.

Weder der Berg in Gorabien noch der Felderer ist 2581 Meter hoch.

Der Berg in Seborien ist 2128 Meter hoch.

Das Schneehorn ist nicht 2222 Meter hoch.

Der Berg mit der Hitte darauf ist weder 2222 Meter hoch noch der Borken,
noch in Seborien.

Der Berg in Gorabien ist nicht 2317 Meter hoch.

Weder auf dem 2222 Meter hohen Berg noch auf dem Borken gibt es einen
See. Es gab einen Weldberg.

Claudia gribelt und griibelt, aber mehr will ihr partout nicht einfallen. Da
fallt ihr auf, dass die Tafel nicht geputzt ist. Dort steht noch, wohl von einem
Erdkundeunterricht der Parallelklasse: , In Lusanien steht der Borken®.
Claudia ist erleichtert.

Wie heiBen die vier Berge, wie hoch sind sie, in welchem Land sind sie, und
welche Besonderheit findet man auf den vier Gipfeln?

Man kann die Frage noch erweitern: Gibt es nur eine Losung? Gibt es mehrere Losungen,
wenn die Tafel geputzt gewesen ware?
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