|Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

1. Grundlagen

1.1. Mengen

Unter einer Menge verstehen wir die Zusammenfassung gewisser,
wohlunterschiedener Objekte (Elemente) zu einer Einheit.

Darstellungsformen

- Aufzahlung M ={a,,a,,...,a,} endliche Menge
M =

{b;,b,,b;,...} unendliche Menge

Bsp.: Menge der naturlichen Zahlen
N={123,...}
M, = {2,614}

Anm.: Die Reihenfolge ist unwesentlich

- beschreibende Darstellung
M, ={x | x besitzt die Eigenschaft E, ,E,,...E |

Bsp.:
M; = {x|x eNmit2< x < 6}

M, = {x | x ist eine reelle Zahl mit x? > 4}
VENN - Diagramm

{ } leere Menge ; ist eine Menge die kein Element enthalt
Bsp.: {x | x ist reelle Zahl und X* +1= O} ={}

Anm.: Wir verwenden folgende Kiirzel
A fur "und"

Vv fur "oder"

A= B ausAfolgtB
A< B Aistéquivalentzu B ; A genau dann wenn B

- Mengengleichheit
A =B wenn die Mengen A und B dieselben Elemente enthalten

Bsp.. {x|xeN A2<x<6}={345}
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- Teilmenge
AcB (AistTeilmengevonB)wenn acA—=aecB

Bsp.. {246} ={123,...10}
- Schnittmenge

A N B (Lese:A geschnitten B)

ANB={x|xeAnxeB|
Bsp. A={x|xeNax<5 B={3456] ANB={34}

- Vereinigungsmenge
AuUB (Lese: A vereinigt B)

AUB={x|xeAvxeB|
Bsp. A={x|xeNax<5 B={3456] AUB={12345,6]

-Differenzmenge
A@ B
A\B (Lese: A ohne B)

A\Bz{X|XeA/\x eB}
Bsp. A={x|xeNax<5 B={3456]  A\B={12}

Venn-Diagramm
A - B
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1.2. Zahlensysteme

1.2.1. Natiirliche, rationale und reelle Zahlen

N ={123,...} natiirliche Zahlen
Sei neNameN = n+meN (Addition)
Aber: 5eNA8eN = 5-8¢N (Subtraktion)

N,:= {0,1,2,3,...} =N u{O}
Z ={0£1%2,...} ganze Zahlen
SeinmeZ = n+meZund n-meZ

Zur Losung der Gleichung 5-x =4 braucht man rationale Zahlen (Briiche)

Q :={x|x:E zeZn eN} (Q fiir Quotienten)
n

Die Rechenoperationen “Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division* - auRer

Division durch Null - fihren nicht aus Q heraus.
Die Menge Q mit diesen Operationen (Addition / Subtraktion und

Multiplikation / Division) und den entsprechenden Gesetzen (Bsp.:

atb=b+a;

(at+b)+c = a+(b+c) ) wird als Korper der rationalen Zahlen bezeichnet.

Darstellung auf der Zahlengeraden

13

-ttt
-2 -1 0o 1 2 3

w
(BN
| =

Natiirliche Ordnungsbeziehung a<b wenn a “links*“ von b liegt.

Irrationale Zahlen

Gesucht ist die Lésung der Gleichung x* =2
Lésung X =~/2 ¢Q  x st eine irrationale Zahl

Beweis :
Sei\/_zg a,b eN so gewahlt, daB gg. T(a,b) =1
2
= ZZE:>2=&I—2<:>2-b2:a2 *)
b b

N

o b =a? e N, d.h 2teilta’

=2 teilta fira=2-c = a’=4-c¢*

Einsetzenin (*)  2b*>=4c*> [/ :2 = b*=2c¢?
2

@7:& e N = 2teilth? = 2teilth
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Somit 2 teilt a und 2 teilt b. Widerspruch zu gg. T(a,b)=1

d.h. a,b eN nicht wahlbar, soda f:%

Rationale und irrationale Zahlen bilden zusammen die Menge R der reellen Zahlen.

- Berechnungen in R mit dem Taschenrechner (Computer)
Unendliche Dezimalbriiche werden nur nédherungsweise dargestellt, d.h. die
Rechengesetze gelten nicht exakt.

1 13
Bsp.: (—) 3 =
P 3

Rechengesetze in R (iben!)

Bruchrechnung :
. z, z z,n, +z,n
Addition: L42 12 21 (Hauptnenner)
n, n, n,-n,
. z, Z z,z
Multiplikation 4,2 o 2
nl n2 n1n2
o z,/n z,n
Division L1 - L2 (Kehrwert)
z,/n, zZ,n,
Potenzgesetze :

a:=a-a-a...a
%/—/
n Faktoren

Seia,beR nmeN

I a"-a"=a...a-a...a=a™"

m n

a" _ mn -
—n:a a .=

a a
a"-b"=a-a.a-b-b.b=(a-b)"

|
1

Fir nichtganzzahliges p ist a” i.a. nur bei a>0 definiert. Unter dieser Einschrankung
1

gelten die Gesetze fiir n,m e R, wobei a™ = Ya.
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1.2.2 Komplexe Zahlen

Bsp.. X*+1=0 < x’=-1
keine reelle Lsg.
Formale Lsg.: falls x> =9 = x,, =+/9

hier: x2=-1 = Lsg.: x,, = /1 nur formal

Def.: Die imaginére Einheit j ist definiert durch j2=-1
d. h. j ist eine neu eingeflhrte Zahl.

Def.: Eine komplexe Zahl z=x+ j-y ist Summe aus reeller Zahl x und imaginéarer
Zahl j-y wobeiy eine reelle Zahl ist.

x heilt Realteil (Re)
y heif3t Imaginarteil (Im)
Bsp.:
z=4+]-3

z:\/§+j-0,718

Darstellung in Zahlenebene

Im(z) 4

P(2)
z=4+j-3

[ R
Re(z)

Die Menge der komplexen Zahlen kann im kartesischen Koordinatensystem
dargestellt werden.

Weitere Grundbegriffe
- Gleichheit ;
Sei z, =x,+]-y, Z,=X,+]Y,

2,72, & X =Xyundy =y,

- Die komplexe Zahl z* = x— j-y heifit die zu z = x+ j-y konjugiert komplexe Zahl

A

Klar (z) =z
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- Der Betrag |z| ist die Lange des dazugehdrenden Zeigers
lZ=/x* +y? eR (Pythagoras)

Darstellungsformen

Im(z)

X ” Re(z2)

1. Algebraische oder kartesische Darstellung
Z=X+jy Bsp.: z=+/2+jv2

2. Trigonometrische Form (polare Form)
Z=r-C0S@+ jr-sing =r(cose + j sing)

Bsp.: z = 2(c0os45°+] sin45°)

:Z(%ﬂ%j:ﬁﬂﬁ

3. Exponentialform
z=r-e” gilt nach der Euler Formel :

el = cos + j sing
Bsp.: z=2eM =2¢'4
Im(z),

V2
1 -

| > Re(2)
12

Umrechnung zwischen den Darstellungsformen

- Polarform — Kkartesische Form
Sei z =(cos¢ + jsing) (bzw.: z= r-ej“’) dann ergibt sich die kart. Form

wie folgt :
X=r-cose Yy=r-sing und z=Xx+jy
(d.h. Cosinus und Sinus des Winkels ¢ werden ausgerechnet)
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Mathematik 1

Bsp.:
T . .. T
Z= 2(005— + ] sm—)
4 4
o 1 . 1
= X=2.C05— =2-—==+/2 y:2-S|n—=2-_=J§
4 2 4 2
= z=2+]~2
- Kartesische Form — Polarform
Im(z)4
Sei z=Xx+]jy
y |/ gesucht: r,o
. =z =x*+y? (Pythagoras)
X Re(z)
tang = y =>0= arctan(x) wobei ¢ e(—£,+ E)
X X 2 2
Skizze
tan x g arctan x
T T > >
2 2 g
_r
2

Taschenrechner Fkt. arctan liefert Werte zwischen —g (-90°) und + I (+90°)

Fallunterscheidung zur Winkelbestimmung

Im(z) ¢
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I. und IV. Quadrant —o0.k.!

Il. Quadrant : arctan liefert Wert e(-g,o} da VX: iy firx,y >0

= o= arctan(xj +7
X

I1l. Quadrant : arctan liefert Wert e[o,gj

= ¢@= arctan(xj +7
X

Grundrechenarten fiir komplexe Zahlen

Wir bezeichnen die Menge der komplexen Zahlen mit der Operation + (bzw. -) und
* (bzw. :) als den Korper C der komplexen Zahlen.

Die Def. der Operationen mul? so erfolgen, dal3 C eine erweiterung von R darstellt.

(R ist Sonderfall in C)

Addition / Subtraktion
Seiz,,z, eCmit z, =X, +]y, Z,=X,+]Y,

d.h. Real- und Imaginarteil werden jeweils flr sich addiert (subtrahiert)
(= Addition (subtr.) von Vektoren)

Multiplikation
Seiz,,z, wie oben
Z,-1Z, :(X1+jyl)'(xz +jY2)

=X1'X2+jx1'yz+jY1'X2+iiy1‘yz
=

Z,-Z, =X X, =YY, +j (lez +y1X2)

Division
Seiz,,z, wie oben
Zy X, +]Y, _ (Xl"'jyl)'(xz _jY.z)

Z, - X, +]Y, (Xz +jy2)-(x2 _jY2)
_ XX — IX Y, + 1Y X, +Y1Y,

2 2
X, +Y»
L _ XX Yy, + Y1 X, —X1Yo
2 2 2 2
Z, X, 1Y, X, +Ys
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Multiplikation und Division in trigonometrischer Darstellung
Seiz, =r,-(cosg, +j sing,)  z,=r,-(cosg, +]j sing,)
z,-2, =r,-1,(cosq, + j sing,) (cose, + j sing,)
=1, -1,(COSQ, -COSP, + j COSP, -SiN, + j sing, -COse, —sing, -sing,)

1,(cos @, -COSp, —sing, -sing, + j (siNg, -cosg, +sing, -cose, )| (*)

=T

=

Unter Verwendung der Additionstheoreme
cos(@, +¢,) =C0Se, COS, —sing, Sing,
sin(@, + ¢, ) =sing, COs@, +Cose, Sing,
erhalten wir aus (*):

Z,°Z, =10 rz(COS((Pl + (Pz) +] Sin((Pl +(P2))

In Worten:
Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre Betrdge multipliziert

und ihre Argumente (Winkel) addiert.

1.3 Gleichungen, Ungleichungen, Betrag

1.3.1 Gleichungen

1.3.1.1 Lineare Gleichungen

Lineare Gleichung vom allg. Typ Bsp.:
ax+b=0 /-b (a#0) 4x+7=0 /-7
ax=-b /:a Adx=7 | 4
b 7
X=—— X=——
a 4

1.3.1.2 Quadratische Gleichung

Allg. Form  ax® +bx+c=0
Gesucht sind Werte fiir x, so dal3 Gleichung erfullt
Bsp.: 2x*+1x-1=0 (¥)

Skizze : R f(x)=2x* +1x -1
X f(X)
-1 0
s 0 -1
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= 3 2 Nullstellen von f(x), d.h. 2 Ldsungen von (*)

Gesucht ist die Formel zur Berechnung der Ldsung :
dee : Quadrat im Spezielfall durch ./ - ziehen lésbar

Bsp.l X2 =9=>x,, =+/9 =43
Bsp2 (x+1)"=9=x,,+1=+/9
=X, =+J9-1=43-1 x, =2

X, =—2

d.h. Ziel 2x* +1x—1=0 soll auf Funktion (x+®)2 = ® zuriickgeflhrt werden.
2x* +1x-1=0 /2 dann x*+...=0

x? +%x—%:0 /+1
2y iyl
2 2

Gesucht: (x +®)°

2
(x+®)" =x2+2-®-x+ ®’
HZ_J wird
X X korrigiert

wir haben 2-®:£:>®=E

2 4

2
Somit (x+1) =x* +1x+i
4 2 16

Quadratische Ergénzung

N |-

X“+=X+———==
2716 16 2
( 1)2 1 1 1
X+=| ——== [+
4) 16 2 16
1)2 9
X+—| =— /
( 4 16 v
1 9
X+= ==+ [—
16
3 1 1
=t+——-= X, ==-1 X,=+=
4 4
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Bsp.: Quadratische Erganzung

x> —x-6=0 | +6

x> —X=+6
2
( _lj 1 e 4t
2 4
( 1)2 25
X —— ——
2 4
( 1) 25
X—=|==+]=
2 4

d.h. x* —=x—6=(x-3)(x+2)

Allgemein
ax’ +bx+c=0 [a (a#0)

x2+9x+2:0 Setze E:p/\E=q
a a a a

X?+px+q=0| Normalform

2

x> +px+q=0 /+pT Verwende(x+
p* p’
X2+ pX+—+Qq="— /-
< p 4 q 4 q
p* _p’
X2 4+ pX 4+ = —
< p 42 q

2

2
p) p
Pl R /
Q(X o) ~ 4 4 v

p p?
Xip+—=%,]—— /-=
< Mty 4 q 2

1. Grundlagen

| =x® 4+ px+—
SREE

(x=3)(x+2)=x*-x—-6=0

2

p
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Die allgemeine Losung der quadratischen Gleichung x* + px + q = O ist gegeben durch

Xio ==0 %A

AV S |

zwei verschiedene eine (doppelte) Lsg. keine reelle Lsg.
Lsg.inR inR
p* p’ p*
falls —-q>0 falls —-qgq=0 falls —-qg<0
4 a 4 q 4 a

aber zwei komplexe
LOsungen

Algebraische Gleichung n-ten Grades
x"+a,  X""+...4+ax+a,=0 (a,=0)
besitzt hochstens n reelle Losungen.
Bis einschliel’lich 4. Grades lassen sich allgemein Formelausdriicke herleiten.
Praxis : Verwendung von numerische Naherungsverfahren
Bsp. Newton-Verfahren

Fundamentalsatz der Algebra
Eine algebraische Gleichung n-ten Grades besitzt im Korper C der komplxen Zahlen
stets genau n Losungen.

Bsp.: X*+x+25=0
-1+41-10 -1 J-9

X2 = 2 27 2
__ 1.3
272
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Wurzelgleichungen

Bsp.: Vx+2 =X
Skizze :
f,(x) =vx+2
f,(x) =x

f,(x)=f,(x) d.h. gesucht sind die Schnittpunkte der Fkt.

X+2 = x>
<S0=x>—-x-2
-1 1
S X, =——=x,[-+2
2 4
1 9
-4+ |2
2 4
_1,3
2 2

Somit {-1,2} sind mdgliche Lésungen
Probe: x;: +-1+2=-1 falsch

X,0 N 2+2=2 o.k

Anm.: -1listLsg. von -+/X+2 =X

Wurzelgleichungen werden durch Quadrieren gelost. Beim Quadrieren kdnnen
zusatzliche Lésungen entstehen. Anhand einer Probe wird die richtige Lésung
bestimmt.

Grund fiir Problematik : Wir betrachten i.d.R. +.,/ oder -,/ aber nicht +./ .

1.3.2 Betragsgleichung

Betrag einer reellen Zahl
afira>0

Seia eR |a|::{-aﬂ]ra<0
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Betragsfunktion

x flirx >0
y=[X=1_.

-x firx<0

y Iy
y =X Die Punkte unter der x-Achse
werden um die x-Achse nach oben
— X geklappt

Analytische Losung einer Betragsgleichung durch Fallunterscheidung

2x-1=-x+1
1Fall 2x-1>0<x>05

2X-1=-x+1 Lsg. xl:%

2.Fall 2x-1<0<x<0,5
-(2x-1)=-x+1 Lsg. x, =0

LOosungsmenge L = {O%}

r

y

Bsp.: [x—2|=x°
a) grafische Lésung
f,(x) =[x-2|

f,(x) = x*

Losungsmenge L = {-2,1}
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b) rechnerische Lésung
Fallunterscheidung

LFall x-2>0: X-2 = x> /42, -X
o X>2 0=x>-x+2
1+41-8 )
X1, = > keine reelle Lsg.
2.Fall x-2<0

-(x-2)=x>  [+(x-2)

. 144148  -1+49 -1+3

0=x*+x-2 Xy,
’ 2 2 2

insgesamt L = {-2,1}

1.3.3 Ungleichungen

Wir betrachten Ungleichungend der Form
Term1l < Term2 (bzw. Term2 > Term 1)

Term1l < Term2 (bzw. Term 2 > Term 1)

5
Bsp.: <6 [-(2x+3
p Y+ 3 ( )
1.Fall 2.Fall
2X+3>0 2Xx+3<0
d.h.x>-§ d.h.x>-§
2 2
5<6-(2x+3) 5>6-(2x+3)
5<12x+18 [/-18 5>12x +18
-13<12x [: 12 -13>12x
_1_33)( -EZX
12 12
| | | | | |
| | | | | |
3B 3 13
2 12 2 12
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L, = x|x>—§/\x2—E L, =1X
2 12

Gesamtlosung L, UL, = {x

3 13
X<-—VvX>2-——
2 12

Umformen von Ungleichungen

Eine Ungleichung bleibt erhalten bei

- beidseitige Addition / Subtraktion desselben Wertes

- beidseitige Multiplikation mit dem Faktor a R a>0
wird umgekehrt bei

- beidseitige Multiplikation mit dem Faktor a eR a<0

Bsp.: 4<5
Addition 4+2<5+2

Subtrakton 4-10<5-10
Multiplikation 4-3<5-3 wichtig 3>0
aber

Multiplikation 4-(-3) >5-(-3)

Bsp. <|x+2|

2X+1

1 Fall 2x+120<:>2x2—1<:>x2—%

2<|x+2-(2x+1)
11 x+2>20&=x>-2
2<(x+2)-(2x+1)

& 0<2XP +X+4x+2-2

< 0<2x? +5x

< 0<x(2x+5)  Nullstelle: x, =0 2x,+5=0=x, = —g

Ll-lz{x|(X<-gvx>0j/\x2—2Ax2—%}

:{x|x>0}

12 x+2<0sx<-2

da in 1.Fall auch gilt x > % =Ly,={}
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2. Fall 2x+1<0<:>2x<-1<:>x<-%
2>[x+2-(2x +1)
2.1 X+2>0 x2>-2
2>(x+2)(2x +1)
< 0>2X2 +X+4X+2-2

& 0>2x% +5x

< 0>x(2x+5) Nullstelle: x, =0 xzz—g
L21:{x|x<0 /\x>-§/\x<—i/\x2—2}

' 2 2

:{x2—2/\x<—1}

2

22 Xx+2<0&x<-2

2>-(x+2)(2x+1)

0>-2x* —Xx—4x-2-2

+./25—
0>-2x* —5x -4 Nullstelle: xl’Z:#

keine reele Losung
1
L,, :{x|x<-2/\x<-§}
- {x |x < -2}
L=L,ul,,ulL,,UlL,, :{X|(X>0)V(XZ—2/\X<—%)V(X<—2)}
1
={x|(x>0)vx<——}
2
1.4 Binomischer Lehrsatz
(a+ b)n =a" +(nja”‘1 : b+(nja”‘2 .b+...+( f Ja. b"! +h"
1 2 n-—
- n n-k k
= a -b
i)

n
wobei fur die Binomialkoeffizieten [kj (Lese: n tber k) gilt

(nj _n-(n-1)(n-2)...[n—(k-1)]
k)~ k!
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Def.: "kFakultdat" k!:=1.2-3...k
furk eN, speziell 0!'=1

Summenschreibweise :

m
Yag=a, +a,,+. 4,
i=n
6
Bsp.. > i* =3?+4%+5% +6°

i=3

Die Binomialkoeffizienten sind aus dem Pascal schen Dreieck ablesbar

0.Zeile 1

1.Zeile 1 1

2.Z¢eile 1 2 1

3.Zeile 1 + 3 + 3 1
4.Zeile 1 S 47 N g 4 1

n
(kj ist n - te Zeile an letzter Stelle wobei (k =0,1,2....)
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