Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

6.1.5. Berechnung bestimmter Integrale

2
Bsp.: (x*dx=?
1

Stammfunktion : ) x*dx = 1 x* +¢

a

Bestimmung der Konstanzen c :
1
0=gx’dx=1x®+c U 0=1"+c U c=-1i1°
1

2

1

Wichtig : Hierbei wurde zur Bestimmung des Ergebnisses lediglich der Hauptsatz der
Differential - Integralrechnung verwendet (" Welche Fkt. mull man ableiten,

damit man f (x) = x* erhalt?™), d.h. die langwierige Berechnung von
komplizierten Summen (siehe 6.1.1) entfallt!

Allgemein:
b

Gesucht : () f(x) dx

1. Suche eine Stammfkt. F(x), d.h. Ft(x) = f(x)
Allg.Stammfkt. hat dann die Darstellung F(x) + ¢

d.h. gf(x)dx =F(x) +c
2. Bestimme Konstante c :

0= Sf(x) =F@)+c U c=-F@)

Mit c=-F(a) erhaltenwir f(x)dx =F(x)-F(a)

Das bestimmte Integral (x = b) wird dann wie folgt berechnet :
b

0 f(x) dx =F(b) - F(a)

wobei F(x) Stammfunktion ist (d.h. F¢(x) = f(x)

b
Schreibweise :  (f(x) dx = [F(X)]°
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Anm.: In manchen Féllen kann keine Stammfkt. angegeben werden, d.h. es existiert
keine Integraldarstellung in geschlossener Form.
Dann: Einsatz von numerischem Verfahren zur Berechnung von Naherungslésungen.

Bsp.:
3
1) gx’dx =2
1
Stammfkt.:
F(x) =1x*
: 3
Somit: (‘)xsdx:[%x“]l =1x3% —1x1*
1
=%-i=%=20
P
(2) gsinxdx =?

0

Stammfkt. : F(x) = -cos x

Somit :

3)

P
gsin x dx =[-cos x]g = (-cosP) - (-cos0)
0

=) -(-D)=1+1=2

0
(‘)x3dx =7
-1

Stammfkt.: F(x) = 4 x*

0
O =[x T, =410% -5 (-0)" =0-4=-4
1

Integral ist negativ, da Funktionswert negativ!

(4)

- +
0
gx’dx =2 R
1
0
X=X =40° -2 =0-4= -4 .
1
Integral ist negativ, da Dx negativ! _p +p
(Untergrenze 1, Obergrenze O > Dx neg.)
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1

B X =[xY = (D) -0t =4
0

Integral positiv, da Dx negativ und Funktionswerte negativ!

P

(6) gcosx dx =[sin x]%, =sin P -sin (-P)=0-0=0
-P

Positiver und negativer Anteil heben sich auf.

Zusammenfassend:

Soll statt des Integrals die Flache bestimmt werden, muf3 man auf die VVorzeichen
achten.

6.1.6. Integrationsregeln

Faktorregel :

3

b
Bsp.: (2:x’dx =[2:ix°]3 =2:ib® -2xia’ = ZX(%b3 —laS)
b
= 2x([1x°] ) = 2x() x“dx
Allg.: Seic konstanter Faktor, so gilt :

b b
gcrf(x)dx =cx f(x)dx (Faktor kann vorgezogen werden)

Summenregel :

b
(COs X +edx = [[sinx+e*)|° = (sinb+e®)- (sina+e?)
a
b b
=[sin x]> +[e*]; = (cos xdx + je*dx
a a

Allg.: Eine endliche Summe darf einzeln integriert werden.

b b b b
0 (FLO) + LX)+ # £ (x))dx = § F,(x)dx + § T, (X)dx +... + ¢ F, (X)dx

a

6. Integralrechnung Seite 17



Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

Vertauschen der Integrationsgrenzen
Scos xdx =[sinx]? =sin2-sinl= -(sin1-sin?2)
' 1
= [-(sinx)]; = - cos xdx
. . 2

Allg.: (f(x)dx = -(f(x)dx

b

Zerlegungin Teilintervalle

Seia <c<Db,danngilt:
b c b
0fF()dx =g f(x)dx +( f(x)dx _

a

v

Bsp.: Gesucht ist die Flache, die von den Kurven f, (x) = x?,f,(x) = -x + 2
und der positiven x - Achse eingeschlossen wird.

AN f,.(x)

St

B S A

Berechnung des Schnittpunktes St :
x?=-x+2 U x*+x-2=0

-1++4/1+8 -1+3
Xip = 5 = 5
Somit
2 1 2
§fO)dx = g x%dx + § (- x + 2)dx
0 0 1
DT (- 17 + 2x;
(1° - 1x0° - 1122 + 212 - (- 1412 + 211)

-0-2+4+3-2=1+1=2

X, =1 x,=-2<0

1
3
1
3

6. Integralrechnung Seite 18



Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

6.2 Analytische Integrationsmethoden

- Methoden zur Rickfuhrung komplizierter Integrale auf einfache Integrale

6.2.1 Integration durch Substitution

Bsp.: (xx(cosx?)dx =?

Bekannt : (sin x)¢ = cos X

Aber Argumentist x®:  (sin x*)t="? f(x) = sin x°
Substitution: u = x?

Dann  f(u) =sinu u(x) = x*

fi(x) = ﬂxd—u(KettenregeI)
du dx

= (cos u) *2x = (cos x2) *2x

Gesucht ist Fkt. F(x) mit F¢(x) = x x(cos x?)
Losung: F(x) =1xsinx’

Fi(x) = ($xsinx?)e=2x(sinx?)¢

=1y (2x X (cosxz)): X XCOS X’
Somit: (xx(cosx”)dx =4xsinx’ +c
Ziel: Substitution u = x> soll direkt im Integral verwendet werden, so da3
Losung des Integrals einfacher dargestellt werden kann.

Substitution: u=x?> P du_ 2X
dx
dx = d_U
2X

Dann: OXX(COSXZ)dXZOXXCOSUS—U
X

=0Lxcosudu:0£cosudu
2X 2
1. 1.
:_Ocosudu:—smu+c
2 2
1. .,
==sinx° +c¢C
2
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Zusammenfassung :

1. Aufstellen einer Substitutionsgleichung

du - du
u=g(x) d—X=g¢(x) U dx=m

2. Substitution im Integral
du _ f(x)

f(x)dx = f(x) x 910~ gix)

du = j(u)du

=J ()
Wichtig :in g (u) muf3 die Variable x vollstandig durch u ersetzt werden

Dann: ¢f(x)dx = gJ(u)du
3. Berechne (j(u)=F(u)+c

4. Rucksubstitution in F(u) zur Bestimmung der Stammfkt.
0f()dx =F(u)+c=F(g(x))+c=F(x)+c

Anm.: 4.kann bei Berechnung des bestimmten Integrals entfallen, falls man
Integrationsgenzen anpafit(aber nur dann!).

Bsp.:
0 (‘)In—xdx:?
X

I . ) du_1 ~

Substitutionsgleichung: u =Inx ix == U dx=xxdu
X X

T . Inx Lu )

Substitutionim Integral : (——dx =)—xxdu = gu du
X X

Berechnen: gudu=%u®+c
Rucksubstitution : 1u? =1(Inx)?
Somit : (‘)InTde:%(lnx)2 +C

(2) Berechnen eines bestimmten Integrals durch Substitution

2
()'”Tde =[£ (InX)*]2
1

1(In2)? -1(In1)* » 0,24
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2

©) 041 (4x-3)°dx =72
1

u=4x-3 p d—u:4 U dx:d—u
dx 4

Somit: 04X(4x-3)8dx=(‘)4xu8({Tu=0u8du

u®+c=1(4x-3)° +c

©|~

(4) (sin®xxcosx dx = ?
u=sinx d—u:cosx U dx:d—u
dx COS X
du
= u®xcosx =qju’du
0 COS X 0
=lu®+c=1sin®x+c
2 2 )
(5) (‘)x><x2dx=(‘)x3dx=[%x“]0 =4x2" =4
0 0
o oo 5 odu _ ~ _du
Alternativ mit Substitution: u=x° —=2x U dx=—
dx 2X
X x?dx = §xru—= (‘)%du =llut+c=21u’+c
X
2 2
0xdx = [%uz]0 =114 Wieso?
0
Berucksichtigung der Grenzen bei der Substitution :
b
Gesucht : 0 fFOx)dx
Substitution: u=g(x)
Einsetzen ergibt: f(x) dx =h(u) du
b 9(b)
P (f(x) dx = (h(u) du
a 9(a)
d.h. Grenzen mussen substituiert werden!
Alternative :  Lsg.des unbestimmten Integrals (f(x)dx =...= F(x) und anschlieBend

Lsg. des bestimmten Integrals mit der gefundenen Stammfkt..
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(6) Berechnen der Kreisflache

A

f(x)=+r> -=x  r=Radius

Kreisflache = 4 * Flache im I.Quadranten

Flacheim I.Quadranten : (§+/r® - x*dx = ?
0

Substitution: x =rxsinu b j_x =rxcosu U dx =rrcosu du

u
(‘)\/rz - x%dx = (‘)\/rz —-r?xsin®uxrxcosudx = (rrcosuxrxcosudu

=(r’cos’udu
da r’x(@-sin®u) =rxy1-sin®u =rxcosu

Betrachtung der Integralgrenzen :

) ~ ] . X
Xx=rxsinu U —=sinu P u=arcsin—
r r

Untergrenze: x =0 ® u =arcsin 0. 0
r

r . P
Obergrenze: x=r ® u=arcsin—=arcsinl=—

r
Somit ;

P
r 2
(‘)\/rz -x%dx = (‘)rzxcoszudu
0 0
1

Verwenden : cos’u =1 (1+ cos2u)
P P Lid Ll
22 2 r* e re o rt?
repcos‘udu :?0(1+c032u)du :?Odu +?0c032u du
0 0 0 0
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Somit folgt Kreisflache

2
:4)('3r = Pr?
P
2
Bleibt Ocos 2udu=0
0
Substitution: t=2u ﬂ:2 U g:du
du 2

Integralg renzen :
Untergrenze: u=0 P t=2x0=0

Obergrenze: uzg (=] t:ZX;:P

P
2 P

Somit: (cos2u du =1jcostdt=1[sint]]
0 0

=1(sinP -sin0)=0
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