Mathematik 2 MF Skript Prof. Dr. Henrich

Bsp(2):
Bestimmung des Schwerpunktes einer Halbkugel der Dichte p =1

Schwerpunkt auf der z-Achse z; = ?

Z Scheibenmasse in Hohe z -z

Gesammtmasse

< p-Vezg =Ijjz-pdV

mitp=1 :%ﬂRS-ZS=J.HZ'rdrdZd(/’

Integrationsgrenzen missen bestimmt werden:

0<@<2p R*(z)+z* =R®
R() 0<r<R(2) R(z)=JR? -2
- 0<z<R

Somit:
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Damit ergibt sich fur den Schwerpunkt:
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2 R
= gTCR 'Zs:TCT
3

:>ZS=§R

Bsp(3):
Massentragheitsbestimmung eines Zylinders bezlglich der senkrechten Mittelachse

sz\j/jlzdm

dm=pdV = prdrdedz

p
|

1
Abstand von dm zur x-Achse

Bestimmung von 12

yA ¥ Massenteilchen dm

12 =22 +(rsing)’

=z°+r’sin’
- ¢
X
2
H
27 2 [4 4 R
:pj _[ —22r2+—sin2go dzde
2 4
0 H 0
2
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27 2 1 4
:pj _[ [—22R2+—sin2¢}dzdgp
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0_H
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27 H 27( 43 p2 4 3 2 4
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= —Zz°R° +=R"zsIn de = ———+———s8N“"p—-| ———————-58In d
pI[G 4 T | e e i e e
0 2 0
H3R2 2T T, 3R2 HR*
- dp+p~ [sin2pde = 2r+ pn
P g p+p— g pdp = p— —2r+p= 7
—_— _—
2r *
T
H3R? R*H
= prx +
12 4
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Anmerkung:

2z 2z
* jsin%o do = Isin¢sin¢ do
0 o U v

o L o7 2z
u=sing u Cow} = [sing(—cosp)]." - [ cosp(—cosp) dp = [cos? ¢ de
! 0 0

V=-C0S¢p V' =sing
0

Tcoszgo do = 2Jiz(l—sinzgo) do = Zn—Tsinz(p do
0 0 0
=2r = ZTSin2 @ do

0

2

== Isinzw de
0

11.4 Volumen und Massentragheitsmoment in kartesischen Koordinaten

Das Massentragheitsmoment wird in kartesischen Koordinaten wie folgt berechnet:

wobei p (x,y,z) die ortsabh&ngige Dichte darstellt (homogener Korper: p= const.)
r. (X,y,z) entspricht dem Abstand des VVolumenelements dm = dz dy dx von a
mit a = Rotationsachse

Setzt man fur r. (X,y,z) = 1 sowie flr p = 1 so liefert das Integral das Volumen des Korpers;
d.h. die Grenzen bleiben gleich, aber die zu integrierende Funktion andert sich !!
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Bsp:
Volumen eines Rotationsparaboloids soll in kathesischen Koordinaten berechnet werden:

Rotationsparaboloid

ZA Parabel z =y rotiert um die z-Achse; H =4
il Rotation fiihrt zu einem ,,Kelch*

Best. der Grenzen:
z-Integration: z

y-Integration:

X-Integration:

Somit:

V= j- Tz sz dy dx
X=2 _\[4x X4y’

2 Jax?

= .[ [Z]x 21y? dy dx

2 _Jay?
2 [ 2 g

= | L4y—x y——J dx
2 31 e
2 (

- :2((4 X )\/47_(4_)(2)@} dx

3

=2 4—x2(4—x2)§ dx

:%4j\/4—x2 dx — %ij\M—xz dx
-2 -2

V= 1, - 1,

I, : Durch Substitution:

X=2-.sinz dx=2-cosz dz=vJ4—x* =2+1-sin’z =2-cosz

daraus folgt:

_[\/4—x2 dx:jz-cosz-2~cosz dz = 4jcoszzdz
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Bestimmung von:

1 .
4_|.cos2 zdz= 4EJ1+ c0s2z dz mit cos2z=2cos’z-1

1
= 2_[dz + 2_[(:0322 dz = cos’ z= §(1+ c0s22)

du
=27 + 2J.cosu >

=2z + sin2z+C

Grenzen:
) X ) . X
x=25|nz:>5=smz:> z=arcsm§

.2 )
arcsmE =arcsinl=

N3

. . T
arcsin— =arcsin—-1=——
2 2

Daraus folgt fiir 1;:

16 16 z
=1, :Ej\/4—x2 dx:§[22+5in22]2

-2 _g
o ()
= 5| THsing _L_ﬂ + sm(—n)J
L 0 0 J
_32
Analog folgt fur 1.:
X =2sinz dx = 2 coszdz V4—x? =2c0sz

= ij\M—x2 dx = I4sin2 7-2¢0sZ-2¢0sz dz = 16jsin2 z7-cos? z dz
mit cos’ z = (1—sin2 z)

= 16J'sin2 2(1— sin? z) dz = 16J‘sin2 zdz —16_"sin4 zdz

J.sin2 zdz = J'(l—cos2 z)dz = jl dz—j.cos2 z dz
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=z—lz—isin22+C=£z—lsin22+c
2 4 2 4

_fsin“ Z= jsin"— z-sin® zdz
mit sin®z = %(l— c0s22)

=%I(1—00522)zdz u=2z dz:?

_ %.[(1— cosu)’ % = %J'(l—Zcosu + oS’ u)du

=E u—25inu+lu+lsin2u+C
8 2 4

:E Eu—23inu+isin2u+C
8|2 4

:1 32—23in22+lsin4z+C}
8 4

Insgesamt 1,

+2

4 IXZ\/4—x2dx:ﬂlG[lz—EsinZZ—§z+£sin22—isin4z}
3 ) 312" 4 8" 4 32

:£16 lz_isin4z :ﬂ Zz—lsin4z i
3 |8 32 3 2

= f(;z—lsin 27:—(—7:—15in Zﬂjj
3 2 2

=—2r=—-rx
3

a

2

:>V=£7r—§7z=2—47r=87r

3 3 3

Kapitel 11 Seite 15




Mathematik 2 MF Skript Prof. Dr. Henrich

Vergleich mit Zylinderkoordinaten: V= gHZ = 242 = %ﬂ' =87z

Somit;

V =8n
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