|Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

9. Geometrie und Analysis

9.1. Koordinatentransformation in kartesische Koordinaten

A

oy

\ u

vl ;
4 A

- Translation (Verschiebung)
- Rotation (Drehung)

Bsp.:
Die explizite Notation einer Funktion in Form einer Funktionsgleichnung héngt
wesentlich von der "geschickten” Wahl des Koordinatensystems ab.
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»
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Mittelpunkt (x =3 ;y =2)
Frage : Kreisgleichung ?

Wahlt man ein Koordinatensystem mit dem Ursprung im Kreismittelpunkt, so
vereinfacht sich die Gleichung in: uz+v2=32 (*)

Beziehung zwischen
uundx x=3=u=0,dh.u
vundy y=2=v=0,dh.v

X-3
y-2

Einsetzen (x - 3)2+ (y-2)2=32
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Translation (Parallelverschiebung)

y 4 V

m—

X=Zatu&sUu=x-2a
y=b+vev=y-b
Im obigen Beispiel des Kreises istb =2 und a = 3.

v

Bsp.:
Parabel

y=x"+4x+1

Scheitel :y'=2x+4
y=0=20=2X+4 4=2X = -2=X
Xg =—2 ys=4-8+1=-3

Frage : Parabelgleichung dieser Parabel mit Scheitel im Ursprung ?

Allg. Form : y = ax?
Scheitel im Ursprung ?

y'=2ax  0=2ax
=>X;=0 y,=a-0°=0

Losung: Scheitel in Ursprung verschieben (Translation, d.h. x und y
verschieben).
Quadratische Ergénzung :

y=(x+2)+C
=x*+4x+4+C =C=-3 da 4+C=1
Somit
y=(x+2)*-3
& y+3=(x+2)°

\

\Y/

V><

u
Ursprung im Scheitel
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Formal:
vi=1.u’ Scheitel (-2/-3)
u=x-(-2) v=y-(-3)
u=(x+2) v=y+3

Einsetzen (y+3)=(x+2)°

Rotation (Koordinatendrehunq)

A

Y1 a

v

ALA,

P, =(u,;v,)Iimu—v—System

P, =(X,;y,)Im X —y —System
Drehung erfolgt um den Winkel a (nach links)
u-v-System und x-y-System haben denselben Ursprung.

X =0A =0A, - AA *)
mit COSa:O—AZQ@:ul-COSa und sing =2 AA,

1
folgteinsetzen in (*) :

<:>A1A2_v -Sina

1

X, =U,-Cosa -V, -Sinx

L 0 — . B,B
mit sing =—=* < 0B, =u,-sinae und cosa =—*2 < BB,
ul Vl

=V, -COS
folgt:

y, =U,-Sina@ +V, -COS &

Somit erhalten wir :

Bei einer Drehung um den Winkel o (nach links) des x-y-Systems erhalten wir
das u-v-System wobei fiir x und y gilt :

X=U-CcoSa—V-Sina
y=u-sina+V-Ccosa
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Durch entgegengesetzte Drehung (d.h. um -a) erhalten wir mit
cos (-a) = cos o und sin (-a) = -sin o

uU=x-cos(—a)—Yy-sin(—a) =X-cosa+Yy-sSino=u
vV =X-sin(—a) +y-cos(—a) = —X-Sina+y-cosa = V

Notation in Vektorform:

uj (cosa sina) (X
v) (=sina cosa) |y

d.h. u ist Skalarprodukt des Zeilenvektors (coso sin o) mit dem

Spaltenvektor (X]
y
(1.)  Multiplikation eines VVektors mit einer Matrix
2) (-1
1(-]1
3)L0
2 1 3)(-1 -1) (-1 -1
-1 0 -2/ 1 |=(| 0 |]|1]|]|=+1
0 4 -3)(0 -2)\0 4
0) (-1
4 1
-3)10

(2.)  Welche Funktionsgleichung hat die Funktion f(x)=1/x in einem
Um « = 45° gedrehten Koordinatensystem?

A

v
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1
y=_<y-x=1 (9
X

cos 45° =sin 45° = iz
oWV u v
Jv2 2 J2 2
Einsetzen in (*):
1_X.y_[L_Lj.[L+Lj_L_L
2 2) V2 2) (B (V2)
Somit:
u2 V2
S, 1 Hyperbelgleichnung

= Aufldsen nach u:
u>-v?=2su’=2-v?
u=+J2-v? 2 Werte (+und -) fir jeden Wert von v
— keine Funktion.
Aber : 1. Funktion u = +ﬂ

2.Funktion u=—/2-Vv?

9.2. Polarkoordinaten

Beschreibung eines Punktes der x-y-Ebene statt durch die kartesischen
Koordinaten x und y durch den Abstand r vom Ursprung und durch den
Winkel ¢ mit der x-Achse.

y 4
Po(Xo 1Y) =Po(ry 1 9y)
Yo r
Qg -
H_/ "X
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Die Polarkoordinaten (r ; @) eines Punktes bestehen aus einer
Abstandskoordinate r und einer Winkelkoordinate .

Koordinatentransformation :
Kartesiche Koordinaten — Polarkoordinaten.

(r;o) > (X,y):x=r-coso

y=r-sine
(X, y) > (r;0):
taﬂzxztan(pzx
1 X X

.. T T
arctanz fUFZE(——;—)
2 2

arctanx firx>0

X

n+arctanX firx <0

X
X*+y?=r’=>r=x*+y’

Bsp.: Darstellung der Kreisgleichung in Polarkoordinaten r =R

(p:

9.3. Parameterform von Kurven

9.3.1. Definition

Darstellung von Kurven, durch Beschreibung der Variablen x und y (im
3-dimensionalen Fall z) aus Funktion x(t) und y(t) der Variablen t.

“F

(1) Kreis (Wahleta‘IIs Winkel)

y
x=Xx(t)=R-cost
y=y(t) =R-sint
R
/)
X >

_ t
P(t) = @Etij ist bei gegebenem t der Ortsvktor des

entspreche nden Punktes.
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9. Geometrie und Analysis

(2) Ellipse:
x(t)=a-cost
y(t)=Db-sint

(3.)  Hyperbel

x(t) =+a-cosht
y(t) =+b-sinht

(x;tz))z ) (yétz))2 _ (cosht)? —(sinh t)? =1

Anm.: Aus obigem Zusammenhang entstand der Name hyperbolische
Funktionen.

Allg. Anm.:
Die durch die Parameterform gegebene Menge (Ortsvektoren) im

x-y-Koordinatensystem (bzw. 3-dim) wird als Kurve bezeichnet. Diese
Kurve ist in vielen Féllen keine Funktion.

Die Beschreibung eines Sachverhaltes (Kurve) in Parameterform wird dann
gewahlt, wenn der Sachverhalt durch die veranderlichen Parameter definiert
ist.

Bsp.: Waagerechter Wurf

Ein Korper wird aus der Hohe h mit der Geschwindigkeit Vo abgeworfen.
Frage: Wie lautet die Flugbahn des Kdrpers ?

Verénderliche Parameter : Zeit t

— Beschreibung durch x(t) und y(t)

Physikalische Randbedingung :
- Wirkende Kraft : Erdanziehung
- Luftwiderstand = 0 wird angenommen.

Dann :
\70
> X
1
y() =29 t?
y N

v
y(t)
d.h. zu jedem Zeitpunkt t kann der Ortsvektor des Korpers als

_ X(t)
P(t) =
® (y(t)j

angegeben werden.
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Darstellung in x-y-Form (Elimination von t)

x=v0tc>t:i (fallsv, #0)
VO
2
Einsetzen in y:lg~t2:l X—2= gz-x2
2 27v," 2y,

Somit: y= [2 g 5 J -x* Parabelgleichung (fiir v, = 0)
VO

Anm.: In technischen und physikalischen Anwendungen hat die Hilfsvariable t
oft die Bedeutung der Zeit bzw. des Winkels.

Darstellung einer Kurve in Vektorform

Kurve gegeben durch : X = X(t)
y =y(t)

e X(t) X

X

s(t) {X“)J _%(1) + 9(1) = X(1) -8, + y(D) €,
y(t)
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9.3.2. Differentiation einer Kurve in Parameterform

Gegeben sei eine Kurve in Parameterform x = x(t) und y = y(t).
Interpretiere Hilfsvariable t als Zeit.
Dann : Ort zum Zeitpunkt t

CHINECETE

1. Ableitung:

o) .
w0 =| & |- {’f(ﬂ = (1) + (1
it y(t)

V() = X(1)-€, +y(t)-g,

2. Ableitung :

a(t) = [.X.“)J = X(1) &, +y()-8,
y(t)

Zusammenfassung
Die Differentiation einer Kurve x = x(t) und y = y(t) in Parameterform erfolgt
durch Differentiation der Funktion x(t) und y(t) nach der Variablen t.

Bsp.:

-cost
s(t) = (rr zir?t] £ gleichméRi ge Kreisbeweg ung

r-(-sint
v(t) = ( r( cost ) J = Geschwindi gkeitsvekt or zu jedem Zeitpunkt t

N = Jr2(=sint)? +r2cos’ t = /r2(sin?t+cos’t) = /1% =r
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