Mathematik 2 Skript

7. Anwendung der Integralrechnung

1. Best. Parabelgleichung : P(0/10) =>10=a-0° +b=b =10
P(4/18) =18 =2-16+10 = a =05

Ansatz: V = VZyIinder _VParaboloid
Vv, =7-4% .18 = - 288 ~ 904
18 1
Vi, =EJX2dy= y:Ex2 +10 Auflésen nach x
10
x? =2(y-10)

18
V, =z[2(y-10)dy
10
18

18
= 27zj y—10dy = 27{% y? —10y} ~ 201
10

10

=V =904 -201=703

7.2.2. Schwerpunkt eines homogenen raumlichen Korpers
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Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

Schwerpunkt eines Rotationskdrpers

Rotation um die x-Achse

Scheibe der Dicke dx

=109,

v

Kdrper entsteht durch Rotation um die x-Achse.

=z, = Y5 =0, d.h. Schwerpunkt liegt auf der x - Achse

X = \% jx -dv mit dV = dx - Flache der Scheibe = dx - zy°
V)

b b
:\%Ix-ﬂ-yzdx:\%fx'y2 dx
7Z'b

xS:\TIx'(f(x))zdx

a

Rotation um die y-Achse

f(x)

v

Auflésen von y = f(x) nach x = g(y) ergibt
f(b)

[v-9*(y)dy

f(a)

T

ys:V

sowie X,=z,=0 wegen Rotationssymmetrie
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Bsp.:

f(x):%x x e [0,4]

Gesucht : Schwerpunkt bei  a.) Rotation um die x-Achse
b.) Rotation um die y-Achse
bei homogener Dichte p.

a.) Rotation um die x-Achse

Betrachte allgemeinen Kegel der Hohe h und Grundflachenradius r
Skizze:

Radius r . r Radius
=— & Radius = — - x
X h h

" Scheibenmasse - x TM\
X. =
s Gesamtmasse

v

v

h h 2
,oJ.x-(Radius)2 - dx ”J-X'(;'Xj dx
0 0

X = = mit V = £ zr2h
-V Vv 3
r2h .
7T — | X“dx
hzl 3[x*]" 3n 3,
TTL L, TR 4 a4
g7zr2h 0

d.h. Schwerpunkt liegt 1/4 h tber der Grundflache unabhéngig vom
Grundflachenradius.
= im obigen Beispiel : xs=3

b.) Rotation um die y-Achse
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7.2.3. Massentragheitsmoment eines raumlichen Korpers

2-dimensionaler Fall

R-Bel.

Rotation um bel. Achse R-Bel. :

lp o = [r°dA

Spezialfille:1. R-Bel =y-Achse = I, = [x’dA
2. R-Bel =x-Achse = I, = jysz

3-dimensionaler Fall (raumlicher Kdrper)

dVv

v

N\

Rotation um bel. Achse R-Bel. :
Jr g = jl’de

V)

R-Bel.

Bsp.: Gesucht ist das Massentragheitsmoment einer Kreisscheibe vom Radius R und
der Dicke h bzgl. der Symmetrieachse.

J= Irzdv

V)

©
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Volumen des infinitesimal diinnen Ringes :

dV =2nr-h-dr
Somit :

R R r R
J:.[r2 2nr-hdr = Znhjrgdr = Znh{f}
0 0

0

Massentragheitsmoment eines Rotationskdrpers

Rotation um die x-Achse A

Scheibe der Dicke dx

f(x)

= homogener Rotationskorper der
Dichte p durch Rotation
von f(x) um die x-Achse.

JzIrzdm

r=y

v

Zerlege den Korper in Scheiben, wobei jede Scheibe den Beitrag dJx liefert:

A

3, = [, Y

Berechnung von dJ, :Sicht L zur x - Achse. ()

dJ, = p%ﬂR4dX (= Kreisscheibe von Radius R und Dicke dx)

mit R =f(x)
b

J, = jp%n(f (x))*dx = %ﬂjp(f (x))"dx

a

Rotation um die y-Achse

y =f(x) auflésen nach x = g(y)
f(b)

1 4
=1, =§nf(ja)(g(y)) dy
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Bsp.:
(1)

(2)

Gesucht : Massentragheitsmoment eines homogenen Kegels mit der Héhe h

und den Grundradius r

Betrachte Rotation um x-Achse

r\JII—‘
o'-—.:
—h
)
x
\./
II
L Y=
a
O e
77\
—
S

2 h*5 10

:—T[—

5" 5
:%nr—L{X—} :—n—h—:inr“h
0

jx“dx

v

Gesucht : Massentragheitsmoment einer Kugel homogener Dichte p
bei Rotation um eine bel. Achse durch den Schwerpunkt.

Schwerpunkt der Kugel = Mittelpunkt.

Rotierende Funktion ?

Halbkreis ~ f(X) = /r? — x>

Rotationsachse : Wahle x - Achse

J Kugel — 2-] Halbkugel

v

=J= 2-%njp(f(x))4dx = npj(\/l’z —x? )4dx - npj(l’z —xz)zdx
0 0 0

r

=npjr4

0

2
=mp[r° —=r°+
-2

7. Anwendung der Integralrechnung

~2r’°x? + x*dx = np{r“x —2r? X?+—

Pl ors(1-2,1)28
3 375 )™

1
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Satz von Steiner

Berechnung des Massentragheitsmomentes bei Rotation des Kdérpers um eine bel.
Achse A.

(Anm.: Der Korper muf3 kein Rotationskorper sein).

Jy=Js+m-a’

J o = Massentragheitsmomen t bei Rotation um Achse A
J = Massentrégheitsmomen t bei Rotation um Achse S
wobei Achse S parallel zur Achse A ist und durch den Schwerpunkt geht.
m = Masse des Korpers
a = Abstand zwischen Achse A und Achse S

S

—_———

a |
Achse SI* ™ Achse A

Anm.:

A

m-a’® 2 Massentragheitsmomen t der im Schwerpunkt vereinigten
Gesamtmasse m bei Rotation um die Achse A im Abstand a

2 2 2
re=x"+y

r:=(@+x)°+y*=a2+2ax+x2+y2=

=a2+2ax+ 1’
Berechnung MassentragheitsmomentJ, :

J, = I rzdm = J.a2+2ax+rfdm =
(m) (m)

= '[ rszdm+a2j dm+2ajxdm =
(m) (m) (m)

=J, +a2m+2a_|'xdm =J, +azm
(m)

jxdm = statisches Moment 1.0rd.
(m)

= Yy, = Odaals Ursprung des x - y Koordinaten -
systems die Schwerpunktkoordinaten gewéhlt wurden
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Bsp.:

(1.) Massentragheitsmoment einer Kugel vom Radius r
und Mittelpunkt ( 3/3/0) bei Rotation um die Gerade y = - X

Satz v. Steiner:

Jy=J,+m-a’

8 5
Jo=—m-p-r
T P
a’=32+3? V, =£7z-r3

Kugel

v

(2.) Massentragheitsmoment eines homogenen zylindrischen Stabes der Lange L
bei Rotation um Achse am Endpunkt des Stabes senkrecht zum Stab.

A

A' <- Rotationsachse

Schwerpunkt bei 1/2 genau in der Mitte des Stabes.

Steiner :

Jy=J,+m-a’

2
m=V.p=ar’-L a:% :>m'a2:m-LI
Js = pszdv dV = Volumen einer Scheibe derDicke dx
V)
dV =7z -rdx
L L L
2 2 X3 E
:>JS=p~2JX27Z1'2dX=p-27z1’2'[X2dX=p-2721’{?}
0 0 0
L 1 1
= ? —— = par’L-L*=—m-L°
P g3 12” 12
2
:>JA=im'L2+mL—: il tnetine
12 4 12 4 12 3
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7.3. Bogenlangen, Oberflachen von Drehkdrpern

7.3.1. Bogenlangen

Gegeben sei die Kurve f(x) auf [a,b], f(x) stetig

4 AS

v

aé b
Gesucht : Die Lange der Kurve f(x)

Néherungslosung : Wéhle n Punkte auf der Kurve, verbinde diese Punkte durch
Geraden (Sehnen), dann ergibt die Summe der Sehnenléngen einen
Néherungswert.

Im Grenzfall lim erahlten wir die exakte Ldsung.

n—o

AS,; sei die Lange der i - ten Sehne, Ssei die exakte Bogenlange

S~IAS,  mit AS, =(Ax )} +(ay,)?  folgt
i=1

5250 + (o, iJ(m. F [1(%}}

i=1 i=1 Xi

Grenzwertbetrachtung :

lim = Ax; =0

n—oo

Ay n "
lim —=f'(x) ; eht tber in
AX;—0 AXi ( ) |Z:1:g .!:

Somit

b b
S= j ds = j 1+(f'(x))’ dx dS =1+ (f'(x))’ heilt Bogendiffe rential
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Bsp.: Berechnung des Kreisumfangs

m/f(x)m
1/

=4.U

U

Kreis Viertelkreis

F0 = (12 =x2)2 jf,(x):%(rz ) -(—2x)=—ﬁ

Vlertelkrels I 1+(f (X) de :J. 1+
0 0
=.[ / x
0
= rfgdx
0 r2 —x?
Substitution : XZF'San:d—zr-cosu
u

= dx =r-cosudu

Jr2 —x2 =Jr? —r?sin2u = rv1—sin?u = rJcos? u = r-cosu

Grenzen:0 O=r-sinu=u=0

. . T
r r:rosmu:>1:smu:>u=z

Einsetzen :
z z
2 2 n -
= 2 _
Vlertelkrels - Z[ .Cosu r-cosu du = rz[du r- [U]O =r-: E
T
j UKI’EIS =4-E.r= an
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7.3.2. Schwerpunkt eines Bogens

L

X \dS

v

:J.X.dS:MYBOgen :J.y.dS:MxBogen

Xs [ds S s [ds S

Bsp.: Gesucht ist der Schwerpunkt eines Viertelkreises. A

Lange der Kurve :
r-z

Xs deS:rlﬁdx: u=r-x’
OI—u=—2x dx=d—u
dx —2X
d 1 =
i et et
__L{ZUE}z—{ui}z—r[\/rz—Xz];
2
:—r( 0—\/I’—2)=(—r) (_r):rz
deS r2
:XSZJ'dS [
2

Aus Symmetrieg riinden folgt y = X, d.h. Schwerpunkt liegt auf
der Winkel halbierenden.

Insbesondere : Der Schwerpunkt liegt nicht auf der Kurve, die den
Viertelkreis beschreibt.
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