Mathematik 2 MF  Skript

11 Integration von Funktionen mehrerer Unabhangiger Variablen

11.1 Einfahrung
Wir betrachten z = f(x,y) stetig

Z A

B X

Gesucht ist das Volumen, das durch die Funktion f(x,y)
uber der Flache A (A ist in der x-y-Ebene) definiert ist.

Erinnerung an den 2-dimensionalen Fall:

b n —
{f(x)dx = AI)l(m)ogllf(xi)-Ax

mit X_| E[Xi; Xi+1]

Fur hinreichend feine Unterteilung des Intervalls [a,b] flhrt die Trapez- oder Simpson-
Formel zu einem guten Naherungswert.

Ubertragung auf den 3-dimensionalen Fall:

Wir betrachten statt der kleinen Rechteckstlicke kleine VVolumenstiicke (Quader) die

aufsummiert werden.
d.h.

Z A
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V = [dV = [[f(x, y)dA

lim 37 -AA.
AA —0ix

z, ist der Funktionswert an einer beliebigen Stelle
im Flachenstiick AA,;.
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Bsp:
Gegeben sei die Funktion f(x y) = xy’
Gesucht ist ein Naherungswert fiir jﬁ{xysz
A= {(x y) |x e[23]y e[LZ]}
Z A
N
Y L
>
Bestimme Néherungswert
1. Zerlegen der Flache A
In 4 gleich grolie
—————————— 34 Quadrate i )
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 112 3 4
> 1z
Wahle fir z, Wert im Mittelpunkt von A..
i | Mittelpunkt A z, A 1
1 |(2.25/1,25)  |352 [[ xy?dA = > zZiAA, = =¥ zi = 5.78
2 [(2,75/1,25) 4,3 A -1 = 4ia
3 [(2,25/1,75) 6,89 =1
4 |(2,75/1,75) 8,42
Der exakte Wert ist 5.8333
Definition:

Gegeben sei f(x,y) auf dem Definitionsbereich A
Falls fur jede beliebige Unterteilung der Flache A in AA; und fur Funktionswerte f(xi,y;) mit

(xi,y:) beliebig aus AA; gilt:

lim if(xi,yi)-AAi =1, I, = [[ f(x y)dA
n o' SN T RN A .
- kleiner Quader dann ist "
(AA; - 0) (Doppelintegral)
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11.2 Iteriertes Integral
Gesucht ist der exakte Wert des Integrals )
[ xy“dA

A

Wir zerlegen das Intervall auf der x-Achse in kleine Stlicke Ax;
und das Intervall auf der y-Achse in kleine Stiicke Ay:.

AX; X

1. Wir betrachten den kleinen ,,Volumenbeitrag™ AV; (Volumen Uber dem aus Ax; und Ay;
gebildeten Flachenstiick)

AV, = AX; - Ay, 'f(Xi’yi)

Anmerkung:
Je feiner die Unterteilung wird, desto besser wird der Naherungswert; d.h. im Grenzfall
erhalten wir den exakten Integralwert.

2. Wir betrachten die Scheibe, die fiir ein festes Ax; und ein variables Ay; herausgeschnitten
wird (parallel zur yz-Ebene).
VVolumen der Scheibe:

V, = ZAV ~ AX, Zf(xl,y) Ay;
=)
3. Die Summation aller Scheiben ergibt das ,,Volumen bzw. das gesuchte Integral:

V:i\/, i n AV, ~ ZEZf(x,,y) ij

i=1 i=1 j=1 i=1\ j=1

Im Grenzfall Ax; -> 0 und Ay; -> 0 erhalten wir:

[[f(xy)dA=_lim Zm:(zn:f(xi,yj)-ij] - AX

A AXi — 0O =1
Ay; >0

- 'mZ( o, Zf(x"y) ij
i[j (xi,y)dyJ - AX
_ Xjﬁf(x,y)dy} dx

Yu
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Summiert man zuerst in den Scheiben fiir festes Ay; (anstatt festes Ax; ), so wird in der
Integraldarstellung die Summation nach x und y vertauscht.

Zusammenfassung:
Fur stuckweise stetige Funktionen f(x,y) gilt:

” (x,y)dA = j[j xydxjdy j@fxydy}d

Anmerkung:
Gilt allgemein flr f(x1,Xz, ... ,Xn)

Bsp:
H xy’dA  mit A= {(x,y) x e[2,3]y e[l,Z]}

o ey

1 1 57 35
==(9-4)-2(8-1)=2.2=2
2( )3( ) 23 6

Die Vertauschung der Reihenfolge liefert das gleiche Ergebnis :

JQ:U. xyzdyjdx _3
2 N1 6
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Gesucht ist der Flacheninhalt, der durch die Funktionen y,=—x*+4undy, = %x +1

gegeben ist.

TN
//K \ 1. Schnittpunktbestimmung:

/ 3 /( 2 4—l 1
- >>< —x+_2x+

T ex \ pg-Formel  — x =2

Idee: X; =15
Wir bestimmen das Volumen des Koérpers mit der gegebenen Flache und der Hohe 1.
Klar: V = F*1
15| —x*+4 15 , 15 1
V= j jl dy |dx = I([y]iif) dx = '[(—xz +4)- (—x +1j dx
2l 1 2 —2\_]:*4 i —
: ) T

15 1 1 15
=I(—x2——x+3)dx: 2 _Zx?43x| ~7152V=F
2 3 4

-2 -2

Bsp:
f(x,y) = x* +y?
1
Die Fliche A in der x-y-Ebene sei gegeben durch eine Parabel f(x) = Exz und eine Gerade

g(x) = 4 — x sowie durch die positive x-Achse.

yA Gesucht ist das VVolumen, das die Funktion f(x,y) tber der
Flache A aufspannt.

/

>
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Variante 1;

Hf(x,y)dA:

d Wird zuerst nach x
U(x2 +y2)dx] dy integriert, mussen die
c Gleichungen nach x

O ey D —

iy y=4-x=>x=4-y =d
= (x2+y2)dx dy )
Yoy y=§x2:>x:+ 2y =c¢
=i _X_s +szTy dy aufgeldst werden.
0 _3 m

- In unserem Beispiel
interessiert nur der Positive

3
3
:j‘ w+y2(4_y)J_ @ﬂﬁ\/z_y dy  Astder Parabel; sonst
0

X =12y

Variante 2:
Zuerst nach y, dann nach x integrieren.
2 Falle:
1. Begrenzung durch Parabel yA
2. Begrenzung durch Gerade

+ AN
L R
T eytanlonl o sl
jl]:(xz+y2)dyJdxzztz(xzwz)dyjdx :I{xzwy_;}: dx=zg+§dx — 396
+j(4 x*+y?)d \dx :T{X2y+§}4_xdxzj4xz—x3+(4_ X
b ey L) B

Auch diese Rechnung ergibt das Ergebnis von 19.96.
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11.3 Integration in Polar- und Zylinderkoordinaten

Bestimmte Sachverhalte lassen sich in Polarkoordinaten einfacher beschreiben.

Polarkoordinaten:

Bsp:
r(e) =const (Kreis)

Zylinderkoordinaten: (r, o, 2)

x-y-Ebene wird durch Polarkoordinaten(r,¢) dargestellt.
z Koordinate ist die Hohe des Zylinders

Bsp(1):
f(r.p) =1

A={(r,¢)| r[0,R] und ¢ [0,2n]]
Beschreibt einen Kreis mit dem Radius R

Jaa=mR?  (reisische)

A

Herleitung:

A dA=dr-r-do

rdo

Anmerkung:
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_UldA hei3t Flachenintegral

A

Bsp(1):
Berechnung des Kegelvolumens
Variante 1: ,
v=|]f(ro dA
rdrde
Hohe: H
Grundkreisradius: R "A
0<r<R
0<op<
2m
f(r,p) =7
y /,,,,,f(r,(p) unabhéngig.
X von @
R
f(r,(p) h
—— =z flne)=p(R-1)
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Variante 2:
V= .“J 1dv Summation aller Volumenelemente dV
_—dV= dAdz =rdrdedz
"Quader"
2zR(Z)
V= T 1rdrdedz Summation der Scheibe
00 0 (Volumen der Scheibe)

R(z) =7
H

,,,,, R(z) R
z H-z H

R
= R(z) = ﬁ(H -2)
H2xr E H- Z H2xr 2 H( Z)
V= II '[1 rdrd(pdz—“.{ } dodz
00 0 0
H 2
= R* (h—2)*2ndz =T hR?
> 2h 3
Zusammenfassung:

1) Das Volumen, das eine Funktion f(r,e) in Polarkoordinaten tber einer Flache A aufspannt,
berechnet sich durch

JJ f(r,(p)dA:JJf(r,(p)rdrdz

Qr

2) lIst eine Funktion f(r,,z) in Zylinderkoordinaten gegeben, so erfolgt die Integration nach

JJJf (z,r,9) rdrdedz
zor

Kernproblem : Bestimmung der Integrationsgrenzen.
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