Mathematik 2

Skript

Prof. Dr. Henrich

Programm : Trapezformel

Eingabe : Integrationsuntergrenze a

Integrationsobergrenze b
Anzahl Unterteilungen n
[Funktion f(x)]

Verarbeitung :

b n

a i

Ausgabe: |

10 REM EINGABE

20  INPUT "UNTERGRENZE ", A
30 INPUT "OBERGRENZE ", B
40  INPUT "ANZAHL UNTERTEILUNGEN :", N
100 REM VERARBEITUNG

110 H=(B-A)/N

120 X =A

130 GOSUB 500

140 1=05*Y

150 X =8B

160 GOSUB 500

170 1 =1+05*Y

180 FOR 1=1TO N-1

190 X =A+I1*H

200 GOSuUB 500

210 I1=1+Y

220  Next |

230 I=I/H

300 REM AUSGABE

310 PRINT "NAEHERUNGSWErt:", |
320 END

500 REM FUNKTION Y =F(X)
510 Y =1/X

520 RETURN

6. Integralrechnung

jf(x)dx“h'(%(f(aﬂ f(b))+i f(a+i-h)j:|
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6.4.2 Simpsonsche Formel

— Zerlegung von [a, b]in 2n gleiche Teile (d.h. gerade Anzahl)
h-D-2a
2n
— Zusammenfassung von je 2 benachbarten Streifen zu einem Doppelsteifen
- Né&herungsweise Berechnung der " Flache" des Doppelstreifen

v

Doppelstreifen

Pro Doppelstreifen sind 3 Funktionsw erte bekannt.

LOsungsansatz :

Exakter Funktionsverlauf durch die Punkte P,; P_,und P, wird durch eine Parabel
angen&hert (nicht durch Geraden — Trapez):
Allg. Parabeldarst.:  y(X) =ax® +bx+c

Klar : Einsetzen der Punkte P,, P..,und P, fihrt zur eindeutige n Bestimmung von a, b und c.

Xi+2 Xi+2 X3 XZ Xi+1+h
= I f (x)dx = j ax’ +bx+cdx:[a—+b—+cx

Xi X Xi+l_h

= %(Xm + h)3 +%(Xi+l + h)2 + C(Xi+l + h)_%(xm - h)3 _g(xm - h)z

- C(Xi+1 - h)

=%(6x.2 h+2h3)+g(4x. h)+c-2h (%)

i+1 i+1
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Ziel I soll lediglich durch die Stutzwerte y;,y,, und y,,,

dargestellt werden.

Stiitzwerte sind Funktionswerte der Parabel y = ax? + bx + c.
Einsetzen in P,, P, und P, mit X, =x,,, —h Xi., = X, —h liefert

ir i+l i+2

y, =a(x,, —h)>+b(x,, —h)+c

i+1

4y.., = dax’, +4bx, , +4c

i+l i+l

+ Vi, =a(Xiyy + h)2 +b(x,, +h)+c

Vi +4Yia+ Vi = a0, —2X h+h? 14X, + X2, +2%,,h+h?)
+b(X,, —h+4x,, +x., +h)+6C
h

Yi+4Yi1+ Vi, = a(6x;; +2h*) +b(6x,,,) +6¢ /- 3

h a h 6
—(y, +4y.., + Vi.,) = —(6x’,h+2h*) +b(=6x,,)+—ch
3 (y| y|+l y|+2) 3 ( ) (3 |+1) 3

i+1

Somit folgt mit (*) :

h
[ 100dx= 20 +4yia + i)

Xi

Summation Uber sémtliche Doppelstreifen ergibt die Naherungslésung :
Sei A, die Flache des Doppelstreifen =

[foodx~ A, +A, + A +A,..+ A,
b

h h h
= g(yo +4y, +y2)+§(Y2 +Ay;+Y,) +o +§(y2n—2 +4Y,.5+Y,,)

h
= E(YO +AY, +Y, +Y, AV Y et Yo T AY 0 T Yon)

h
= 5[(3/0 +Yon) H A1 + Vs + Vo) +2(Y, + Ve + Yons)]
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Zusammenfassung Simpsonsche Formel

b
h
J OO0 = 200+ Yan) +40Ys + Yo et Vo 1)+ 200z + Yo+ ot Yan o]

:g[Zab+4Zn+ZZG]

wobei h= l)2—_a = Breite eines einfachen Streifens
n

und vy, 1=123,.....2n Stutzwerte (Fkt - Werte, Wertetabelle)

Anmerkung : Im Grenzfall lim strebt der Naherungswert gegen

nN—oo

den exakten Wert.

Bsp. 1:

P C— N
><§L_|—\
X
Il
D

a) Exakte Losung :
2
1

b) Berechnung einer Naherungsldsung mit Simpsonscher-Formel
Wéhle n=5, d.h. i Stitzstellen i=0,1,2,3,....,10

dx = [In|x|]’ =In2-In1~0,693147

X |~

Tabelle
i X; Yi = f(Xi) = i
Xi

0 10 | 1,0
1 1.1 0,909091
2 1,2 0,833333
3 1,3 0,769231
4 1,4 0,714286
5 1,5 0,666667
6 1,6 0,625000
7 1,7 0,588235
8 1,8 0,555556
9 1,9 0,526316
10 2 05

15 3,459540 2,728175

= Z ab = Z n = Z G
2
BN jldx ~ %(Z w4+ )= % .20,794510 = 0,693150
X
1
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c¢) Bestimmung einer Naherungslésung mit der Trapezformel

2
I%dx =[Injx" =In2-In1=0,693147
1
a) Trapez
Tabelle
. 1
' X Yi=—
Xi
0 [ 10 [ 10
1| 11 0,909091
2 | 12 0,833333
3 | 13 0,769231
4 | 14 0,714286
5 | 15 0,666667
6 | 16 0,625000
7| 17 0,588235
8 | 18 0,555556
9 | 19 0,526316
10 | 20 | 05
15 6,187715

2

Ildx ~ 0,1(% 15+ 6,187715) =0,693771
X

1

Untersuchung des Ergebnisses:

Wert

Vergleich Trapezformel - Simpson-Formel an diesem Bsp. zeigt :

exakt
Trapez

Trapez

Simpson

> exakter Wert

. 0,693147
: 0,693771
: 0,693150

Né&herungslosung mit Simpson ist besser.

6. Integralrechnung
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