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Relationen: Aquivalenzrelationen, Ordnungsrelationen

Aufgabe 1. )
Welche der folgenden Relationen auf der Menge {0,1,2,3} sind Aquivalenzrelatio-
nen? Welches sind in diesen Fillen die Aquivalenzklassen?

R = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}

Ry = {(0,0),(0,2),(2,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

Ry = {(0,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}

Ry = {(0,0),(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)}

Rs = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,3)}

Losung: Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist.

H reflexiv ‘ symmetrisch ‘ transitiv ‘

Ry ja ja ja
Ry nein ja nein
R ja ja ja
Ry ja ja nein
Rs ja nein nein

Bei einer Relation auf einer Menge mit wenig Elementen lassen sich die Eigenschaften
leicht an dem Graphen ablesen.

Ry: Aquivalenzrelation.
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Aquivalenzklassen: [0] = {0}, [1] = {1}, [2] = {2} und [3] = {3}.
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Ry: Keine Aquivalenzrelation.

R5: Aquivalenzrelation.
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Aquivalenzklassen: [0] = {0}, [1] = [2] = {1,2} und [3] = {3}.

R,: Keine Aquivalenzrelation.
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Rs: Keine Aquivalenzrelation.
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Aufgabe 2. )
Gesucht ist die kleinste Aquivalenzrelation auf der Menge {a,b, ¢, d, e}, die die Re-
lation {(a,b), (a,c), (d,e)} enthélt.



Losung: Zunéichst stellen wir den Graphen der Relation R = {(a, b), (a,¢), (d,e)}
dar.

Die kleinste Aquivalenzrelation, die R umfaft, muB aufgrund der Reflexivitit Schlin-
gen an allen Ecken haben; also nehmen wir diese hinzu.
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Da eine Aquivalenzrelation symmetrisch ist, miissen wir bei Ecken, die durch Pfeile
verbunden sind, Pfeile in beiden Richtungen haben; also nehmen wir die entspre-
chenden Pfeile hinzu.
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Damit wir schliellich auch noch Transitivitdt haben, mufl b Rc und ¢ Rb gelten.
Damit bekommen wir den Graphen der kleinsten Aquivalenzrelation, die unsere
urspriingliche Relation R umfaft.

Hinzugekommen sind also insgesamt die folgenden Pfeile:
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Wenn wir die Paare aufschreiben, die zu R hinzukommen, erhalten wir als kleinste
Aquivalenzrelation, die R enthélt,

RU{(a,a), (b,b),(c,c),(d,d), (e, e),(b,a),(b,c),(c,a),(cb),(e,d)}.

Besser schreiben, so dafl die einzelnen Schritte nachvollziehbar sind, kann man das
mit

RUARURTU{(b,¢),(c,b)},
wobei mit Ag die Diagonalrelation

AR = {<a7a)7 (bv b)v <C7 C)> (d7 d)v (6’ 6)}

gemeint ist.

Aufgabe 3.
Im folgenden sind drei Relationen durch ihre gerichteten Graphen gegeben. Stellen
Sie fest, ob es sich um Ordnungen handelt. Sind diese partiell oder total?
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Losung: Eine Ordnung ist eine Relation, die reflexiv, antisymmetrisch und tran-
sitiv ist.

H reflexiv | antisymmetrisch | transitiv

linker Graph ja ja nein
mittlerer Graph ja ja nein
rechter Graph ja ja ja

Nur der Graph rechts stellt eine Ordnung dar. Da es Elemente gibt, die nicht ver-
gleichbar sind (zum Beispiel steht weder a in Relation zu ¢ noch steht ¢ in Relation
zu a), ist es eine partielle Ordnung.



Aufgabe 4.
Auf jeder der folgenden Mengen ist durch die Teilbarkeitsrelation eine partielle Ord-
nung gegeben. Zeichnen Sie die zugehorigen Hasse-Diagramme.

(a) {1,2,3,4,5,6,7,8} (b) {1,2,3,5,7,11,13}
(c¢) {1,2,3,6,12,24, 36,48} (d) {1,2,4,8,16,32,64}
Losung:
(a)

(b)
(c)
4]
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Aufgabe 5.
Zu den folgenden Hasse-Diagrammen sollen die zugehérigen partiellen Ordnungen
als Mengen von geordneten Paaren angegeben werden.

c d d e d e f

Loésung:
1. Linker Graph:
R = {(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(b),(b,c),(bd)),(c,c),(d,d)}.

2. Mittlerer Graph:

R = {(a,a) (a,b) (a,c) (a,d),(a e),(b0b), (b d),(be) (cc),(ce),

(d,d), (e,e)}.

3. Rechter Graph:

R = {(a,a),(a.d),(ae), (a f), (ag), (b,), (b,d), (be), (b, f), (b,9),

(¢c;c),(c;d), (c,e), (¢, [), (e, 9), (d,d), (e, e), (f, [); (g,d),(g,e),
(9, f):(9:9) }



Aufgabe 6.
Auf der Menge {1,2,3,6,8,12,24,36} ist durch die Teilbarkeitsrelation eine partielle
Ordnung gegeben. Finden Sie eine dazu kompatible totale Ordnung.

Losung: Zunéchst wird das Hasse-Diagramm gezeichnet.

Topologisches Sortieren liefert eine totale Ordnung (von mehreren maoglichen), zum
Beispiel
1<2<8<3<6=<12=<24<36.

Aufgabe 7.
Essei A= NxNund R € A x A, d.h. R sei eine Relation auf der Menge der
geordneten Paare von positiven ganzen Zahlen. Dabei sei ((a,b), (¢,d)) € R genau
dann, wenn ad = bc ist.

Zeigen Sie, daB R eine Aquivalenzrelation ist. Welche Elemente sind in der Aqui-
valenzklasse [(1,2)] enthalten? Wie kann man die Aquivalenzklassen von R interpre-
tieren?

Losung: Das Paar (a,b) steht genau dann in Relation zu dem Paar (¢, d), wenn
ad = bc ist,
(a,b) R(c,d) <= ad=bc.

Damit eine Relation eine Aquivalenzrelation ist, muf sie reflexiv, symmetrisch und
transitiv sein.
1. Reflexivitat
Zu zeigen: Fiir alle Paare (a,b) aus A gilt (a,b) R (a,b).
Es ist (a,b) R(a,b) <= ab = ba, und diese Gleichung gilt fiir beliebige a,
beN.

2. Symmetrie

Zu zeigen: (a,b) R (c,d) <= (c¢,d) R (a,b) fiir beliebige Paare (a,b) und (c, d)
aus A.



Es gilt
(a,b) R(c,d) <= ad=bc <= cb=da < (c,d)R(a,b).

3. Transitivitat

Zu zeigen: (a,b) R (¢, d) und (¢, d) R (e, f) impliziert (a,b) R (e, f) fiir beliebige
Paare (a,b), (¢,d) und (e, f) aus A.

Es gilt

(a,b) R(c,d) <= ad = bc,
(c,d)R(e, f) <= cf =de.

Durch Multiplikation folgt

adcf = bede.
Wird diese Gleichung durch de geteilt, ergibt sich
af = be.

Die Division ist zulédssig, da dc # 0 ist, weil d und ¢ natiirliche Zahlen (also
ungleich Null) sind.

Nun ist aber
af =be <= (a,b)R (e, f),
womit wir die Giiltigkeit der Implikation hergeleitet haben.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dal R eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquiva-
lenzklasse [(1,2)] besteht aus allen Paaren (a,b), die in Relation zu (1,2) stehen.
Wegen

(1,2)R(a,b) <= 1-b=2-a
<~ L _ ¢
2 b
sind dies alle Paare, die Zéhler und Nenner eines Bruches bilden, der gleich 1/2 ist.

Die Aquivalenzklasse [(1,2)] ist also

(1,2)] = %m@mweNmm%:%}

= {(1,2),(2,4),(3,6),(4,8),...}.
Wie kann man die Aquivalenzklassen von R allgemein interpretieren? Da
(r,y) R(a,b) <= azb=ya <= f:%
Y
gilt, ist die von (z,y) erzeugte Aquivalenzklasse gleich der Menge aller Paare (a, b),
so daB die Briiche z/y und a/b den gleichen Wert haben, also

Xz
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Zu jeder positiven rationalen Zahl r gibt es eine Aquivalenzklasse, in der alle Darstel-
lungen von r (mit positivem Zahler und Nenner) enthalten sind. Die Darstellungen
sind als Paare geschrieben. Umgekehrt gibt es zu jeder Aquivalenzklasse eine ent-
sprechende positive rationale Zahl.
D.h. es gibt eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der Aquivalenzklassen
und der Menge der positiven rationalen Zahlen so, daf3
a
(a,0)] —1r <= r=y-
Definiert man Rechenoperationen auf der Menge der Aquivalenzklassen, kann man
die rationalen Zahlen , konstruieren“ (Details siehe Literatur).



