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Relationen
Aquivalenzrelationen, modulares Rechnen

e Definition

Eine Relation R C M? heifit A quivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symme-
trisch und transitiv ist.

o Anmerkung: Bei Aquivalenzrelationen verwendet man statt a R b iiblicherwei-
se die Schreibweise a ~ b.

e Beispiele

e Definition

Es sei R eine Aquivalenzrelation auf der Menge M. Zu jedem a € M bezeichne
[a] die Menge aller Elemente von M, zu denen a in Relation steht, also

la] ={z € M|a ~ x}.

Die Menge [a] heifit A quivalenzklasse von a beziiglich R. Das Element a
heifit ein Représentant von [al.

e Beispiele

e Definition
Es sei M eine Menge. Die Teilmengen M, ..., My bilden eine Zerlegung
(Partition) von M, wenn gilt:
1. M;nM; =0 fiir i # j (paarweise disjunkte Mengen),
2. Ule M; = M (Vereinigung ist gleich M).

e Anmerkung: Entsprechend bei unendlich vielen Teilmengen. Die Vereinigung
muf} dann iiber alle unendlich vielen Mengen gebildet werden.

e Skizze und Beispiele.

e Satz

Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelatiqp auf der Menge M bilden eine
Zerlegung von M. D.h. die Vereinigung der Aquivalenzklassen ist gleich M,
und fiir alle a, b € M gilt entweder [a] = [b] oder [a] N [b] = 0.
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Beweis
Beispiele

Satz

Gegeben sei eine Menge M sowie eine Zerlegung von M durch die Teilmengen
M, ..., M. Dann wird durch die Relation ~ mit

a~b & a und b liegen in derselben Teilmenge M;
ecine Aquivalenzrelation auf M definiert.
Anmerkung: Entsprechend bei unendlich vielen Teilmengen.
Einleitendes Beispiel zum modularen Rechnen.

Sei a eine ganze Zahl, a € Z, und m eine positive ganze Zahl, m € N; dann
gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢ und r mit 0 < r < m, so daf3

a=qm-+r.

Schreibweise fiir den Rest ;' r = ¢ mod m.
Definition
Wir schreiben

a=b modm (gelesen: ,,a kongruent b modulo m*),

wenn ¢ mod m = b mod m, d.h. wenn a und b bei Division durch m den selben
Rest lassen.

Anmerkung: Die Schreibweise mit Klammern a = b (mod m) wird gleichwer-
tig verwendet.

Satz

Es gilt
a=b modm & m | (a —b)

sowie
a=b modm & a=b+qgm mitqgeclZ.

Satz

Die Relation ~ auf Z mit
a~b wenn a=b modm

ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis und Beispiel.



