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Vollstandige Induktion

Aufgabe 1.
Beweisen Sie durch vollstéandige Induktion, dafl die Summe der ersten n natiirlichen
Zahlen gleich n(n + 1)/2 ist, also

1
1+2+...+n:@

fiir alle n € N gilt.

Losung: Fiir n = 1 ist die Formel giiltig, wie man sofort durch Einsetzen sieht:

1(1+1)
——

1=

Damit haben wir die Induktionsbasis.
Im Induktionsschritt zeigen wir, daf§ aus der Giiltigkeit der Summenformel fiir
n = k, also der Induktionsannahme, die Giiltigkeit fiir n = k£ + 1 folgt. Dazu werden
in dem Ausdruck
1+24+...+k+k+1

die ersten & Summanden aufgrund der Induktionsannahme zusammengefafit. An-
schliefend erhélt man mit einer einfachen Umformung die Summenformel fiir den
Falln =k + 1.

1424 +k+k+1 = <1+2+...+k:)+k+1

_ —k(k;1)+k+1
kk+1) 20k +1)
2 + 2

(k4 1)(k+2)

2

Damit haben wir sowohl die Induktionsbasis als auch den Induktionsschritt, so dafl
die Giiltigkeit der Summenformel fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen ist.

Aufgabe 2.
Beweisen Sie durch vollstéandige Induktion:
n?(n+1)?
1 .
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1+254+ .. . +n®=

1



Losung: Es sei A(n) die Aussageform 1+ 23+ ... +n® =n?(n + 1)?/4.
1. Induktionsbasis

Es mufl gezeigt werden, dafi die Aussage A(1) wahr ist. Dies sieht man sofort
durch Einsetzen von n =1 in A(n):

1(1+ 1)
-

1=

2. Induktionsschritt
Es sei k € N beliebig gegeben. Dann ist zu zeigen: Aus der Induktionsannahme
A(k) folgt A(k+1). Es gilt

K2 (k + 1)

1+22+3+. .+ +(k+1)7° = T+(k+1)3
Kk 41)? . 4(k +1)3
B 4 4
(k1) K2+ 4k 4 1)]
B 4
(B4 1) B2+ 4k + 4)]
B 4
(k41?2 (k+2)
— . :

also gilt A(k+1). (In der ersten Zeile der Umformung wurde die Induktionsannahme
verwendet. )
Aus 1. und 2. folgt A(n) fiir alle n € N.

Aufgabe 3.
Beweisen Sie durch vollstédndige Induktion nach n, dafl fiir alle reellen ¢ # 1 und
alle ganzen Zahlen n > 0 die Gleichung

) 1_qn+1
14+qg+gq +...+q":ﬁ

gilt.
Losung: Die Aussageform A(n) sei 1+ ¢+ q¢*+...+¢" = (1 —¢"™) /(1 —q).

1. Induktionsbasis
Die Aussage A(0) ist wahr, da

1st.



2. Induktionsschritt
Es sei k € N. Wir nehmen A(k) an und zeigen, dafl A(k + 1) folgt:

1 — qk+1

l+qg+¢+...+¢"+¢" = 1—_q+q'“+1
_ 1_qk+1+(1_q)qk+1
1—¢q
1—¢q
1_qk’+2

l—q
Aus 1. und 2. folgt A(n) fiir jede ganze Zahl n > 0.

Aufgabe 4.
Beweisen Sie durch vollstéindige Induktion die Summenformel

Zyoy!:(n—l—l)!—l.
v=1

Losung: Die Aussageform A(n) sei Y _ v-vl=(n+1) —1.
1. Induktionsbasis
Es gilt 1- 1! =1 und andererseits

I+ —1=21-1=2-1=1,

so dafl die Aussage A(1) wahr ist.
2. Induktionsschritt
Es sei k € N gegeben. Wir nehmen A(k) an und zeigen A(k + 1). Es ist

k+1 k
dvevt = > v+ (k+1)(k+1)
v=1 v=1

= (k+D)! =14+ (k+1)(k+1),
wobei in der letzten Umformung die Induktionsannahme verwendet wurde. Wegen

k+1)!—1+Fk+Dk+1D! = k+D)!+k+DI(E+1)—1
(E+1)-[1+(k+1)] -1
= (k+1)!-(k+2)—1
(E+2)!—1

erhalten wir
k41

dvevl=(k+2) -1,
v=1

und der Induktionsschritt ist komplett.
Insgesamt folgt aus 1. und 2., daB8 A(n) fiir jede natiirliche Zahl n gilt.



