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Relationen: Verkettungen, Wege, Hiillen

Aufgabe 1.

Es bezeichne R die Relation {(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,1)} und S die Relation
{(2,1),(3,1),(3,2),(4,2)}. Geben Sie S o R an. Skizzieren Sie die Verkniipfung mit
Hilfe gerichteter Graphen. Berechnen Sie die Boolesche Matrix der Relation S o R
aus den Booleschen Matrizen von S und R.

Loésung: Schreibweise: Zu Ry C A x B und Ry € B x C ist
Ry o Ry = {(a,c)| (3b) ((a,b) € Ry) A ((b,c) € Ry)}.
Die Relationen R und S sind vorgegeben als

R = {(172)7(173)7(2a3)7(2>4)>(371)}a
S = {(2,1),(3,1),(3,2),(4,2)}.

Entsprechend der Definition fiir die Verkniipfung von Relationen kénnen wir nun
feststellen, welche Paare in S o R liegen.

(1,2)ER A (2,1)eS = (1,1)€SoR
(1,3) e R A (3,1)eS = (1,1)e SoR
(1,3) e R A (3,2)eS = (1,2)eSoR
(2,3) e R AN (3,1)eS = (2,1)eSoR
(2,3) e R AN (3,2) €S = (2,2)€SoR
(2,4) €R A (4,2) €S = (2,2)€SoR

Zwar ist (3,1) € R, aber in S ist kein Paar mit der 1 an der ersten Position, d.h.
tiber (3,1) € R wird kein Beitrag zu S o R geliefert. Insgesamt habe wir damit

SoR=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

Die Verkniipfung von R und S l&8t sich anschaulich sehr schén darstellen, wenn
man R und S nicht wie iiblich zeichnet, sondern die Ecken zweimal nebeneinander
auflistet.
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Werden jetzt die Endpunkte von R und die Anfangspunkte von S zusammengelegt,
so besteht S o R aus allen Paaren, fiir die es mindestens einen Weg von links nach
rechts iiber ein , verbindendes® Element in der Mitte gibt.
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Ferner gehort zum Beispiel das Paar (1,2) wegen des folgenden Weges zu S o R:
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Um die Boolesche Matrix der Relation S o R aus den Booleschen Matrizen von R
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und S berechnen zu kénnen, schreiben wir diese Matrizen zunéchst auf.
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Die Boolesche Matrix der Relation S o R wird mit einer abgeénderten Matrizenmul-
tiplikation berechnet, bei der ,V* (das logische Oder) anstelle von ,+“ verwendet
wird, und ,A“ (das logische Und) anstelle von ,, -
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Wir schreiben die Multiplikation in einem Rechenschema auf:

R

Zum Beispiel entsteht das Element in der zweiten Zeile und der ersten Spalte durch

SoR

0000
1000
1100
0100
01 10(1 100
00111100
1 00 0[{0 00O
000O0(0O0O0O0

OA)VIOAL)VAAL)VAAO=0VOVIVO=T1.

Im folgenden Schema werden diejenigen Elemente der Booleschen Matrizen darge-
stellt, die an dieser Berechnung beteiligt sind.
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Aufgabe 2.

Es sei die Relation R = {(a,c), (a,d), (b,b), (¢,d), (d,a), (d,b)} auf der Menge M =
{a,b,c,d} gegeben. Zeichnen Sie den gerichteten Graphen von R, und bestimmen
Sie mit dessen Hilfe die Relationen R? und R3.

Losung: Es gibt zwei Moglichkeiten, die Relation graphisch zu veranschaulichen.
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e 1. Darstellung
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Der gerichtete Graph mit den Ecken a, b, ¢ und d und den gerichteten Kanten
entsprechend der Relation wird gezeichnet. Man erhiilt R? und R?® durch

R?* = {(z,y)|es existiert ein Weg der Lénge 2 von z nach y},
R® : analog mit Linge 3.

Konkret kann man zum Beispiel systematisch durchprobieren, ob (a,a) in R?
ist, (a,b) in R? ist, (a,c) in R? ist, u.s.w., wobei Tabellen praktisch sind.

in R? | in R? in R? | in R?
(a,a) | ja ja (b,a) | nein | nein
(a,b) | ja ja (b,b) | ja ja
(a,c) | nein | ja (b,c) | nein | nein
(a,d) | ja ja (b,d) | nein | nein

in R? | in R? in R? | in R?
(c,a) | ja nein (d,a) | nein | ja
(¢,b) | ja ja (d,b) | ja ja
(c,c) | nein | ja (d,c) | ja | nein
(c,d) | nein ja (d,d) | ja ja

e 2. Darstellung




Die Spalte mit den Ecken a, b, ¢ und d wird viermal nebeneinander geschrie-
ben. Von einer Spalte zur nichsten werden gerichtete Kanten entsprechend der
Relation gezeichnet. Hier bekommt man R? und R3 durch

R?: besteht aus allen Paaren (z,y), fiir die ein Weg der Linge 2 von dem
Element z in der linken Spalte zu dem Element y zwei Spalten weiter
existiert;

R3: besteht aus allen Paaren (z,y), fiir die ein Weg der Linge 3 von z in der
linken Spalte zu y in der rechten Spalte existiert.

Diese Darstellung ist zwar aufwendiger als die erste, aber die Wege sind leicht
zu erkennen. Im folgenden ist zum Beispiel ein Weg der Léange 2 von ¢ nach a
herausgestellt, der zeigt, daf§ (c,a) € R? gilt.

d d d d

Im folgenden sehen wir, dafl es zwei Wege der Lange 3 von a nach b gibt. Also
gilt (a,b) € R3. (Selbstverstiindlich hitte schon ein Weg geniigt.)

) //4
) \ \C::><<i\\\c////// ‘
d *d d d

Insgesamt kann man also unmittelbar ablesen, daf sich

R2 = {(CL, a)v <a7 b)v <a7 d)’ (bv b)? (C’ a)a (07 b)a (d7 b)v (dw C)v (dw d>}

und

R* ={(a,a),(a,b), (a,c), (a,d), (b,b), (c,b), (c; ), (¢, d), (d, a), (d, ), (d, d)}

fiir die gesuchten Relationen ergibt.



Aufgabe 3.

Es sei R die Relation {(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(4,4)} auf der Menge {1,2,3,4}.
Geben Sie R~! an. Schreiben Sie zu R und R~! die Booleschen Matrizen auf, und
zeichnen Sie die gerichteten Graphen.

Loésung:

e R={(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(4,4)}

1 2 3 4 1%23
10 0 1 0
211 1 1 0 \/
310 0 0 0
410 0 0 1 3 1)

e R = {(37 1)7 (172)’ (27 2)? (372)’ (4’4)} = {<1’ 2)7 (272)7 (37 1)’ (3? 2): (47 4)}

1 2 3 4 1 ——2 )
1[0 1 00
210 1.0 0 ‘
311100
410 0 0 1 3 1)

Matrix: Spiegelung an der Hauptdiagonalen.
Graph: Richtungen der Pfeile umdrehen.

Aufgabe 4.

Bestimmen Sie zu den folgenden Relationen auf der Menge {a,b, c,d, e} die reflexi-
ve, die symmetrische und die transitive Hiille. Zeichnen Sie zu jeder Relation den
gerichteten Graphen.

Ry = {(a>c)7 (bv d)’ (Cv a)? (d7 b)v (67d)}
Ry = {(b7 C)) (bv 6), (C’ 6)7 (d7 a), (67 b)’ (67 C>}
Ry = {(a,b),(a,c),(a,¢€),(b,a),(b,c),(c,a),(c,b),(d;a), (e, d)}

Losung:

1. Ry = {(CL,C), (b7 d), (Cv a)? (dv b)? (6,d)}



e reflexive Hiille: Ry U {(a,a), (b,0), (¢, c), (d,d), (e, e)}
e symmetrische Hiille: R; U {(d,e)}
e transitive Hiille: Ry U {(a,a), (b,b), (c,¢),(d,d),(e,b)}

2. Ry ={(b,c),(b,e),(c,e),(d,a),(e,b),(ec

~
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1/

e reflexive Hiille: Ry U {(a,a), (b,b), (¢, c), (d,d), (e, e)}
e symmetrische Hiille: Ry U {(a,d), (¢,b)}
e transitive Hiille: Ry U {(b,0), (¢, ), (¢, c), (e,e)}

3. Ry ={(a,b),(a,c),(a,e),(b,a),(b,c),(ca),(cb),(da),(ed)}
d _—
e reflexive Hiille: R3 U {(a,a), (b,0), (¢, ¢), (d,d), (e, e)}

e symmetrische Hiille: R3 U {(a,d), (d,e), (e,a)}

e transitive Hiille: {a,b,c,d, e} x {a,b,c,d, e}, d.h. die transitive Hiille be-
steht aus allen Paaren, die iberhaupt méglich sind.
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Zur Bestimmung der transitiven Hiille ist ein Satz aus der Vorlesung hilfreich: Das
Paar (x,y) liegt in der transitiven Hiille von R, wenn es in R einen Weg von x nach
y gibt.



