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Matrizen
Grundbegriffe, Matrizenmultiplikation

e Definition (Matrix)

Ein System von Zahlen a;, die rechteckig in m Zeilen und n Spalten angeord-
net sind, heifit m x n - Matriz:

a;n @12 @13 - Qip

Q21 Q22 Q23 -  Q2p
A = (azk) =

Am1 Am2 Qm3 - Amn

Die a;;, heiflen Elemente der Matrix.

e Bezeichnungen:
(@i1, azo, - . ., a;y) heit i-ter Zeilenvektor,

Al

a
2 heifit k-ter Spaltenvektor.

Amk
Bei der Nullmatrix sind alle a;, = 0.
e Anmerkung: Im Gegensatz zu Determinanten kann bei Matrizen m # n sein.

Eine Matrix mit m = n heiit quadratische Matriz. Zu einer quadratischen
Matrix A kann die Determinaten gebildet werden, Schreibweise: det(A).

Die Elemente aq1, ass, ..., an, bilden die Hauptdiagonale einer quadrati-
schen Matrix.

e Definition

Die Transponierte AT der Matrix A entsteht durch Vertauschung der Zeilen
und Spalten von A.

e Anmerkung: Es gilt (AT)T = A.

e Beispiele
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e Fafit man Zeilen- und Spaltenvektoren als Matrizen auf, dann entsteht ein
Spaltenvektor durch Transponieren des entsprechenden Zeilenvektors

ay
)
T
(alaa2a"'7an) -
an
und umgekehrt
T
ai
az
= (aj,ag,...,a,).
Qn

e Definition

Es sei A = (a;,) eine quadratische Matrix. A heifit

1. symmetrisch, wenn AT = A ist, d.h. wenn a;, = as, fiir alle 7, k gilt;

2. Diagonalmatriz, wenn alle Elemente auflerhalb der Hauptdiagonalen
Null sind, d.h. wenn a;, = 0 fiir ¢ # k gilt;

3. FEinheitsmatrix, wenn a;, = 0 fiir i # k und a;; = 1 fiir alle 7 gilt,

01 -+ 0
00 - 1

4. Dreiecksmatriz, wenn alle Elemente oberhalb oder unterhalb der
Hauptdiagonalen Null sind.

Untere Dreiecksmatrix: Obere Dreiecksmatrix:
a;, =0 fiir 2 < k. a;, = 0 fir ¢ > k.
ai; 0 0 - 0 ai; Qiz Qi3 -+ Qip
az axp 0 --- 0 0 ax axym --- agp
An1 Ap2 Ap3z - Ann 0 O O tte Ann

e Beispiele

e Satz

Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der Hauptdia-
gonalelemente.

e Beweis



e Definition
Die Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) seien beide m x n - Matrizen.
1. Gleichheit: Es sei A = B, wenn a;, = by, fir alle 7, k ist.
2. Addition: Die m x n-Matrix C' = (¢;,) mit

Cik = i + big; firi=1,...,mundk=1,...,n

sei die Summe von A und B, geschrieben C' = A + B.
3. Multiplikation mit einer Zahl: Es sei

AA=X(ai) = (N ap) fir alle 4, k,
d.h. jedes Element von A wird mit der Zahl A multipliziert.

e Anmerkung: Fiir A+ (—1)- B schreiben wir A — B und haben damit auch die
Subtraktion von Matrizen.

e Beispiele

e Definition (Multiplikation von Matrizen)

Es sei A = (a;;) eine m x n-Matrix und B = (bj) eine n x p- Matrix. Das
Produkt C = A-B der Matrizen A und B sei eine m x p- Matrix C' = (¢),
deren Elemente durch

n

Cikk = E ;b = a1big + aiobog + ...+ Ainbpk
j=1

fire=1,...,mund k=1, ..., p berechnet werden.
e Anmerkung:

1. Die Multiplikation A - B ist nur moglich, wenn
(Spaltenzahl von A) = (Zeilenzahl von B)

gilt.

2. Die Zahl ¢;;, ist das Skalarprodukt aus dem i-ten Zeilenvektor von A und
dem k-ten Spaltenvektor von B.

3. Im allgemeinen ist AB # BA.
4. Fiir Einheitsmatrizen E vom passenden Typ gilt FA = AE = A.

e Beispiele, Rechenschema.



e Anmerkung: Die Spaltenvektoren des Produkts A-B sind Linearkombinationen
der Spaltenvektoren von A. Zum Beispiel ergibt sich fiir das Produkt

5 —2 -1 3 4 3 24
-3 4 7 |- 7 =5 | = 5 10
1 -1 5 —2 6 —14 39
der erste Spaltenvektor der Produktmatrix als Linearkombination
5 —2 -1 3
3-| -3 | +7- 4 1 +(-2)- 7= 5
1 -1 5) —14

Ferner sind die Zeilenvektoren von A - B Linearkombinationen der Zeilenvek-
toren von B, zum Beispiel ist

der zweite Zeilenvektor von A - B.

e Anmerkung: Die Definition der Matrizenmultiplikation ist so gewéhlt, daf} eine
m X n - Matrix eine lineare Abbildung des R™ in den R™ darstellt. Zum Beispiel
stellt jede 2 x 3- Matrix eine Abbildung der 3-Tupel auf 2-Tupel dar; durch

T
vy _ (a1 G2 a1z y
w G21 Q22 Q23 ~

wird das Tripel (z,vy, 2) linear auf das Paar (v, w) abgebildet, da
V=011 T+ a2 Y+ a3-z
und
W=0A91 T+ Ao - Y + Q23+ 2
ist.
e Beispiel
e Satz (Rechenregeln fiir Matrizenprodukte)
Es gilt
1. A(BC) = (AB)C,
2. A(BB+C)=AB+ AC,
3. (A+B)C = AC + BC,
4. (AB)T = BTAT.
(ohne Bew.)

e Satz (Multiplikationssatz fiir Determinanten)
Es seien A und B quadratische Matrizen vom gleichen Typ. Dann gilt
det(A - B) = det(A) - det(B).
(ohne Bew.)



