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Matrizen

Lineare Abhéangigkeit von Vektoren, Rang einer Matrix,

Drehmatrizen

e Definition

Ein Vektor v heifit Linearkombination aus den n Vektoren ay, ..., d,, wenn

gilt

U= My + Aoy + ..+ Anlln = Y Nidi
i=1

mit reellen Zahlen A\q, ..., A\,.

e Beispiel

e Definition

Die n Vektoren a, ..., d, heiflen linear abhdngig, wenn sich einer dieser
Vektoren als Linearkombination der restlichen n — 1 Vektoren darstellen 148t,
ansonsten heiflen sie linear unabhdngig.

e Beispiele

e Satz
Die n Vektoren a;, ..., a, sind genau dann linear unabhingig, wenn
Ady 4 ...+ A\dp, =0 nur fiir Ay = = ... =\, =0 gilt.

e Beweis

e Anmerkung: In dem quadratischen LGS AZ = 0 ist 0 eine Linearkombination
der Spaltenvektoren von A, d.h. es gilt

mit den Spaltenvektoren ay, ..., @, von A.

Die Determinante von A ist genau dann ungleich Null, wenn das LGS ein-
deutig losbar ist, also nur die triviale Losung 1 = ... = x, = 0 hat, die
Spaltenvektoren von A also linear unabhéngig sind.

Beachten wir, dafl die Matrix A genau dann invertierbar ist, wenn die Deter-
minante von A ungleich Null ist, so erhalten wir den folgenden Satz.
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e Satz
Es sei A eine quadratische Matrix. A ist genau dann invertierbar, wenn die

Spaltenvektoren linear unabhéngig sind.

e Anmerkung: Entsprechendes gilt mit den Zeilenvektoren, da det(A) genau
dann ungleich Null ist, wenn det(AT) ungleich Null ist.
e Satz

Der Rang eines beliebigen LGS (sowohl quadratisch als auch nichtquadratisch)
ist gleich der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Zeilen- bzw. Spaltenvek-
toren der Koeffizientenmatrix:

rg(LGS) = maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren

= maximale Anzahl der linear unabhéngigen Spaltenvektoren.

(ohne Beweis)

e Definition
Der Rang einer Matrix A ist gleich dem Rang eines LGS mit der Koeffizi-

entenmatrix A.

e Anmerkung: Somit ist der Rang einer Matrix gleich der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Zeilen- bzw. Spaltenvektoren.

e Anmerkung: Fiir eine quadratische Matrix A sind also die Figenschaften

— A ist invertierbar,

— det A # 0,

— A ist regular,

— die Spaltenvektoren von A sind linear unabhéngig,
— die Zeilenvektoren von A sind linear unabhéngig,
— der Rang von A ist maximal,

— AZ = 0 hat nur die triviale Lésung,

— AT = ist eindeutig 16sbar
gleichwertig.

e Drehmatrizen: Problemstellung.

In einem z-y-Koordinatensystem soll der Punkt P = (21 |y;) um den Winkel
¢ um den Ursprung gedreht werden; es entsteht dann der Punkt @ = (x| y2).

Gegeben seien x1, y; und ¢. Gesucht sind x5 und ys.

o Skizze



Satz
Fiir die Koordinaten von @) gilt:

To = X1COSP —YisSine

Yo = T1SINY + Y;COSP.

Mit einer Drehmatrixz geschrieben:
To ) [ cosep —singp 1
y2 )/ \ sinp  cosp y1 )

Anmerkung: Die Drehung um ¢ = 0° liefert die Einheitsmatrix. Die Drehung
zuriick, d.h. um den Winkel —¢ fithrt zur inversen Matrix. Die Drehung um
einen Winkel o und dann um einen Winkel (3 ist gleich der Drehung um o+ f3;
das Produkt der Drehmatrizen fiir  und S ist die Drehmatrix fir o + 3.
Damit kénnen die Additionstheoreme der Winkelfunktionen leicht hergeleitet
werden.

Beweis

Satz (Additionstheoreme der Winkelfunktionen)
Es gilt

sinfa £ 8) = sin(«a) cos() £ cos(«) sin()
cos(a = 3) = cos(a)cos(B) F sin(a) sin(S).

Beweis



