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Reihen
Taylorreihen

e Idee: Wir wollen eine Funktion f = f(z) in der Umgebung von x = xy durch
moglichst einfache Funktionen anndhern.

Wir verwenden eine konstante Funktion, eine Gerade, eine Parabel u.s.w.,
die mit der Funktion f an der Stelle zy im Funktionswert, der Steigung, der
Kriimmung u.s.w. iibereinstimmen, also in der nullten, ersten, zweiten u.s.w.
Ableitung. Voraussetzung ist natiirlich, dal f entsprechend oft differenzierbar
ist.

Ubereinstimmung mit f in
Funktionswert | Steigung | Kriimmung

f(20) f'(20) f"(x0)

Konstante ja —
Gerade ja ja
Parabel ja ja ja

e Anmerkung: Wir betrachten zunéchst den Spezialfall xq = 0.

e Beispiel: Die Funktion f(x) = e” wird an der Stelle x = 0 durch eine Konstan-
te, eine Gerade und eine Parabel angenéhert.

e Satz

Die Funktion f = f(x) sei k-mal differenzierbar an der Stelle z = 0. Stimmt ein
Polynom k-ten Grades Zﬁ:o a,x" an der Stelle x = 0 bis zur k-ten Ableitung
mit f iiberein, dann gilt fiir die Koeffizienten

e Beweis

e Definition

Die Funktion f = f(z) sei k-mal differenzierbar an der Stelle x = 0. Dann
heifit i
™0 .
>
n=0 ’

das Taylorpolynom k-ten Grades von f mit Entwicklungspunkt x = 0.
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e Beispiele

e Anmerkung: Nun ist die Frage naheliegend, ob bei einer unendlich oft diffe-
renzierbaren Funktion f durch den Ubergang von der endlichen Summe zur
unendlichen Reihe ein sinnvoller Ausdruck entsteht, d.h. ob die Reihe konver-
giert, und ob sie die Funktion f als Grenzfunktion hat.

Dies ist tatséchlich bei vielen Funktionen der Fall. Die betreffenden Reihen
werden als Taylorreithen bezeichnet. Der Konvergenzbereich ist stets ein In-
tervall, in dessen Innerem der Entwicklungspunkt liegt; in manchen Féllen hat
man Konvergenz auf der gesamten reellen Achse.

Fiir Taylorreihen mit dem Entwicklungspunkt x = 0 gilt auf dem Konvergenz-
intervall w

A

n=0

Man kann allgemeiner Taylorpolynome bzw. -reihen mit einem beliebigen Ent-
wicklungspunkt betrachten und erhélt entsprechend auf dem Konvergenzinter-

vall die Formel o )
" (x
fay = ST gy
n=0

n

der Taylorreihe mit Entwicklungspunkt = = x.

e Beispiele: Auf der gesamten reellen Achse konvergent sind die folgenden Tay-
lorreihen der e-Funktion, der Cosinus- und der Sinusfunktion.
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cosxr = Z(—l)”én)|

n=0

e 2n+1

sinx = Z(—l)”m

n=0

e Anmerkung: Die Reihenentwicklungen von e*, cos z und sin z liefern eine Be-
griindung fiir die Eulersche Formel

€'’ = cos p + isin o,
die wir bei den komplexen Zahlen kennengelernt haben.

e Beispiel fiir eine Taylorreihe mit Entwicklungspunkt xq # 0 und einem Kon-
vergenzbereich ungleich der reellen Achse.

e Anmerkung: Die Grenzfunktion einer Taylorreihe ist auf dem gesamten Kon-
vergenzintervall beliebig oft differenzierbar; die Ableitungen kann man durch
gliedweises Differenzieren bekommen.



