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1. Nitzliche Maschinen

schiefe Ebene

Normalkraft Fn=mg cos ¢

Stei Reibungskraft Fr=4umgcos ¢
ﬂ{ :t?;gnu;g Hangabtriebskraft Fy=mgsin ¢
Beschleunigung a=g(sin g —ucos @)
Rad oder Walze Der Momentanpol des abrollenden Rades
Momentanpol ist der Auflagepunkt

&

einfacher Flaschenzug

o

=]

Ist eine Masse an der Rolle befestigt (links),
so ist die Seilkraft verglichen zur Kratft,
die direkt auf die Masse wirkt (rechts),

% so grof3 im Fall einer statischen Kraft und
%, s0 grof3 im Fall einer Tragheitskratft.

Stufenrolle oder abgesetzte Rolle

My 1

My 15

Drehmomentverhaltnis

gekoppelte Rotoren (Getriebe)

0“-..0

» L X AN .

» @ @4 ._ n_treibendes Rad

- LI 1= :

".. o n_ getriebenes Rad
L]

i < 1: Ubersetzung, i> 1: Untersetzung
Drehzahlverhéltnis ni/ny = 1/i

Drehmomentverhaltnis Mi/M;, = |
Tragheitsmoment J; wirkend auf 2: Jeg=J1/ i2

Planetengetriebe

Planetenrad
Sonnenrad
1

beidseitig gefuhrter Stab

i

F—x—»

tan g=y/Xx
f2:X2+y2
yVy:'XVX

Schubkurbel oder Kurbeltrieb

Kurbel Pleuel

wenn Drehung gleichmafig mit ¢ = wt erfolgt und
Néherung bis 1. Ordnung in A = r/¢ gemacht wird,
dannist x =r (1 —cos @+ %A sin® ¢)

Vi = raw(sin ¢ + %24 sin 2¢)

a, = raf (cos @ + A cos 24)

Kurbelschleife

X=b tan ¢

wenn die Drehung gleichférmig mit ¢ = wt
erfolgt, dann gilt x =b w/ cos” at

-2-




2. Eindimensionale Bewegung eines Punktes

2.1  Definitionen

S Ortskoordinate [S]=m s ist der momentane Ort des Punktes,
nicht die zurtickgelegte Wegstrecke
% Geschwindigkeit  [v] =m/s = 3—? =S
. 2 dv .
a Beschleunigung  [a] = m/s a= ot =V =§
3 da . e e
r Ruck [r] =m/s rzaza:vzs

Haben s und v gleiches Vorzeichen, dann geht die Bewegung weg vom Ursprung,
d.h. der Betrag der Ortskoordinate wird groR3er.

Haben v und a gleiches Vorzeichen, dann wird die Bewegung schneller,
d.h. der Betrag der Geschwindigkeit wird grof3er.

2.2 Differentieller Zusammenhang vdv =ads
2.3 Integrale Anderungen von WeggroRen funktionaler Verlauf
Index 1: Anfangspunkt, Index 2: Endpunkt Index 1: Anfangspunkt, kein Index: Variable
ty t
As=sy -5 :j v(t) dt s(t) =5, +j v(t) dt
ty t
ty t
AV =y - vy :j a(t) dt v(t)=vy +I a(t) dt
ty t
2)_,2 .2 S2 2 2 S
AV©)=v5 —vy :ZI a(s)ds ve(s) = vy +2I a(s) ds
sl S1
At=t, -t 2'[ t(v)=t +2I
2t a(v) Loy a(v)



24
2.4.1

2.4.2

Spezielle Bewequngen

gleichférmige Bewegung: (v = konstant)
s: Ort zum Zeitpunkt t

gleichmaliig beschleunigte

S(t) =s, +V,t

v(t) =v,

a(t)=0

Bewegung: (a = konstant)

allgemeiner Fall vo#0, S¢#0: e wytadar? +v2 -V
So: Ort s zum Zeitpunkt t=0 S =Sp *Vol +38l" =S, 2a
Vo: Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t=0 Vov +at
s:  Ort zum Zeitpunkt t __9
v:  Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t 1 vZ-v2

2 s-s,

Spezialfall: s=1 at?

Ort und Geschwindigkeit

zu Beginn sind Null (sp = 0, vo=0) T
v : mittlere Geschwindigkeit t

V2
2s  t?

Spezialfall: L . vg

Bremsvorgang aus Anfangsgeschwindigkeit [Se =3Vols =% a

Vo bei sp=0 mit gleichmaliger Verzogerung

Sg. Bremsweg
Spezialfall: h=1g t2
Freier Fall mit Anfangsgeschwindigkeit Null
h: Fallstrecke t =./2h/g
t:  Fallzeit
v: Fallgeschwindigkeit v =y2gh

Spezialfall: senkrechter Wurf: V=V, tgt= ng +2gh

(-) nach oben; (+) nach unten
vi: Geschwindigkeit v h=vet+1gt?

h:  Hohe als Funktion der Zeit >
hmax: maximale Wurfhéhe h =1Yo
(bei Wurf nach oben) m2.g




2.4.3  Uberlagerung von gleichformiger und gleichmaRig bes chleunigter Bewegung

Spezialfall: waagerechter Wurf: X(t) =v, t
horizontal x: gleichférmige Bewegung
vertikal y: gleichm. beschl. Bewegung y(t) :% g2
Wurfweite: s
Vo S =Vp &
h g
S
Spezialfall: schrager/schiefer Wurf X(t) =V, t cos ¢
horizontal x: gleichférmige Bewegung
vertikal y: gleichm. beschl. Bewegung Vy(t) =vocos ¢
Bahnkurve: Wurfparabel y(x) - >
y(t) =vot Bing- S gt
vy (t) =v,sing —gt
y(x) =xtang —L
2ve cos? ¢
mit Abwurf- und Auftreffpunkt X Vv g )
' Bhe: =——1[3in
auf gleicher Hohe: 200 ¢
Vo ) 20 Bing
4 g
S 2
. . _Vo .
maximale Wurfhohe h s = [3in(2®)
Wurfdauer t g
horizontale Wurfweite s
Spezialfall: schrager / schiefer Wurf,
Abwurfpunkt um hgy héher als Auftreffpunkt B
_ Vg sin® ¢
h=hy, +——
29
t = Steigzeit + Fallzeit
. . 2
_ Vgsing +\/(vo smq)) + 2ho
maximale Steighthe h J J J
Wurfdauer t[] S =tv,cos¢

horizontale Wurfweite s




2.5 Herleitung der Beweqgungsgleichungen

Aufgabe ist das Berechnen der Zeitabhangigkeit von Ort s(t), Geschwindigkeit v(t)
und Beschleunigung a(t) einer beliebigen Bewegung, wenn bestimmte Beziehungen
(im Folgenden als einzelne Falle behandelt) gegeben sind.

Lésungskonzept fur den Fall der eindimensionalen Bewegung

1. Schritt: Verstehen des Problems, Zeichnen einer Skizze kann hilfreich sein
2. Schritt: Ansatz fur funktionalen Zusammenhang erkennen, z.B. a(s)
3. Schritt: Berechnen der analytischen zeitabhangigen Funktionen von

Ort s(t), Geschwindigkeit v(t) und Beschleunigung a(t) der Bewegung,

die Vorgehensweise ist fallspezifisch wie in der folgenden Tabelle gegeben

Lésungsgang (der Index 1 kennzeichnet den Anfangszustand)
Fall | gegeben
1. Teilschritt 2. Teilschritt 3. Teilschritt
t t
1] a® |vi)=v, +j a(t) dt s(t) =s; +Lv(t) dt
t dv(t
2 v(t) |s(t)=s; + jv(t) dt a(t) =$
51
ds(t) dv(t)
3 s(t v(t)=—1 a(t) = —/
(t) t) p (t) p
4 v(s) |t(s)=tp+ js s umstellen nach s(t) |weiter bei Fall 3
Sy V(S)
S . .
5 a(s) |v(s)= \/Vlz +2 [ ds a(s) weiter bei Fall 4
S1
Vo odv . ,
6 a(v) t(v) =ty +I — umstellen nach v(t) |weiter bei Fall 2
v, a(v)

4. Schritt: Bestimmung der Konstanten aus den Randbedingungen

5. Schritt: Angabe der gesuchten numerischen Funktionen
6. Schritt: graphische Darstellung des Bewegungsablaufs

7. Schritt: Angabe sonstiger gesuchter Grol3en

2.6 Foppl-Klammer

o n_ 0 fur x<a
Definition: (x-a)" = (x-a)" fir x >a

Ableitung: dix<x _a>” =n <X_a>n—1

Integral: .[dx (x-a)" =

A

Beispiele zu Foppl:




3. Beliebige Bewegung eines Punktes in der Ebene

Kartesische Koordinaten

x-Geschwindigkeit
y-Geschwindigkeit

x-Beschleunigung

y-Beschleunigung

Polarkoordinaten

Begriff ,radial”:

Begriffe ,zirkular* oder ,Bahn*

radiale Geschwindigkeit

Bahn-Geschwindigkeit

radiale Beschleunigung

Bahn-Beschleunigung

Naturliche Koordinaten
Begriff ,tangential
Begriff ,normal*

Bahn-Geschwindigkeit
normale Beschleunigung

tangentiale Beschleunigung

Kreisbahn
r = konst
r=0
r=0

X dt
y :%:y
ay :d(\jl—ty:\iy =y

Bewegung weg vom Ursprung

Bewegung entlang des Kreises mit Radius r um Ursprung

:iz'
Todt
Vg =rtp=rlw
a= F - r® = i - r@f

. : bf—‘. Hf_/
rein radial  zentripetal ~ rein radial  zentripetal

ag =200 + r@ =200+ rl
Coriolis rein Umfang  Coriolis  rein Umfang

in Bewegungsrichtung (Bahnrichtung)
senkrecht zur Bewegungsrichtung

Vg =rip=rlw
2
an :rDa)Z:V—
.
dv _ .
ag =— =V
dt



4. Bewegung des starren Kdrpers in der Ebene

allgemeine Rotation
Winkel

Anzahl der Umdrehungen

Winkelgeschwindigkeit
Drehzahl

Winkelbeschleunigung
Weg

Geschwindigkeit
tangentiale Beschleunigung

normale Beschleunigung

bei allgemeiner Drehbewegung gilt:

V=ra
a=ra
an=raf
adg=ada

Spezialfall: gleichférmige Drehbewequng

a=0

w= konst.
¢:jwdt = wt+¢g

Spezialfall: gleichméRig beschleunigte Drehbewegung

ferner qilt:

und

a = konst.
w=jadt=at+wb
¢=jwdt:%at2 +apt+gdg
aj'd;z):jda)a)
a(po-1)=2 2 - |

Korrespondenz von GrofRen bei linearer und Dreh-Bewequng

lineare Bewegung |lineare GroRRen bei Drehbewegung
Drehbewegung

s Ort S=r¢ ¢ Winkel

v Geschwindigkeit |V =T &

w Winkelgeschwindigkeit

a Beschleunigung

a;=r a (tangential)
a,=r «f (normal)

a Winkelbeschleunigung




Herleitung der Beweqgungsgleichungen

Berechnen der Zeitabhangigkeit von Winkel ¢(t), Winkelgeschwindigkeit «(t) und

Winkelbeschleunigung a(t) einer beliebigen Bewegung, wenn bestimmte Beziehungen

(im Folgenden als einzelne Falle behandelt) gegeben sind.

Losungskonzept fur den Fall der eindimensionalen Bewegung

1. Schritt: Verstehen des Problems, Zeichnen einer Skizze kann hilfreich sein

2. Schritt: Ansatz fur funktionalen Zusammenhang erkennen, z.B. a(@)

3. Schritt: Berechnen der analytischen zeitabhangigen Funktionen von Winkel ¢(t),
Winkelgeschwindigkeit a(t) und Winkelbeschleunigung a(t).
Die Vorgehensweise ist fallspezifisch wie in der folgenden Tabelle gegeben

Losungsgang (der Index 1 kennzeichnet den Anfangszustand)
Fall | gegeben
1. Teilschritt 2. Teilschritt 3. Teilschritt
t t
1] at) |at)=w +La(t) dt o) =4, +Lw(t) dt
t
2 | a) |90 =+ [eft) ot aft) = 240
4 t
_dgt) _da(t)
3 o) | wft) = pm a(t) p
4 @) |[t(@)=t + J'¢ a9 umstellen nach ¢(t) | weiter bei Fall 3
g wig)
¢
5| ag) |ald)= \/ W +2 J' dg a(g) | weiter bei Fall 4
Y dw . .
6 oo |t(w) =ty +I — umstellen nach «(t) | weiter bei Fall 2
o a(W)

4. Schritt: Bestimmung der Konstanten aus den Randbedingungen

5. Schritt: Angabe der gesuchten numerischen Funktionen
6. Schritt: graphische Darstellung des Bewegungsablaufs
7. Schritt: Angabe sonstiger gesuchter Grof3en




Zerlequng der Bewegung eines Koérpers in Translation und Rotation

Die allgemeine Bewegung eines Kdrpers von einer Anfangsposition 1 in eine Endposition 2
lasst sich zerlegen in zwei Schritte, ndmlich dem ersten Schritt einer Translation (Schiebung)
und dem zweiten Schritt einer Drehung:

Bewegung = Translation (Schiebung) + Rotation

Beispiel: geflhrter Stab:

; l”s
v
B 3 Vpa va
vai :UBA
wr
A Va Ua
7 > -~

Schiebung Drehung
Eindeutig ist der Winkel der Rotation. Dagegen ist der Drehpunkt A frei wahlbar, seine Wahl
bestimmt die Translation. Somit gibt es beliebig viele Mdglichkeiten der Zerlegung.

NN

Addition der Geschwindigkeiten bei Zerlequng der Bewegung

Geschwindigkeiten zweier Punkte A und B eines starren Korper:

VB = Va + VB
— — ——
Translation Translation Drehung von
von Punkt B von Punkt A Punkt B um Punkt (Pol) A
Durch zeitliche Ableitung folgt fur die Beschleunigungen:
8 =  aa + apA
—— —— ——
Translation Translation Drehung von
von Punkt B von Punkt A Punkt B um Punkt (Pol) A

Die Beschleunigung ag, hat zwei Komponenten:
tangential a, =/ «a
normal a, =/

Drehpol (Momentanpol)
Die allgemeine Bewegung eines Korpers kann als reine Drehung .0
ohne Translation dargestellt werden, wenn die Drehung um den 0
Drehpol erfolgt. Der Drehpol kann wahrend der Bewegung seinen p B
Ort andern. Der momentane Drehpol eines Korpers mit den 2 '
Punkten A und B ergibt sich als Schnittpunkt der Senkrechten auf A ®e

den Geschwindigkeitsvektoren v, und vg in den Punkten A und B. '

Winkelgeschwindigkeit der Korperdrehung Vo _ Vg Vo B >
und die Geschwindigkeiten der Punkte A |%kérper ZZ_ZZ_ Ve
und B sind verknupft: AP BP

Beispiel: Beim abrollenden Rad ist der Auflagepunkt der
momentane Drehpol.

Rotierendes Fuhrungssystem (Index f):

Beschleunigung des Fuihrungssystems : a; = ag + a,
— ——
tangential normal
ra r o
Beschleunigung des Korpers: a = as + ae + Acoriolis
%f_._/
20%V g

-10 -



5. Dynamisches Grundgesetz
Nach Newton (1642-1727)

Definition 1
Menge der Materie = Masse = Dichte x Volumen m=pV
Definition 2
BewegungsgrofRe = Impuls = Masse x Geschwindigkeit p=my

Definition 3 )
Masse besitzt Widerstandsvermogen gegen Anderung ihrer Bewegung (Tragheit)

Definition 4
Auf einen Korper einwirkende Kraft ist das Bestreben, seine Bewegung zu &ndern.

Axiom 1
Jeder Korper verharrt in seinem Zustand der gleichférmigen, geradlinigen Bewegung, wenn
er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, diesen Zustand zu andern.

F=0 < V=const
Axiom 2
Die Anderung der BewegungsgroRe eines Korpers ist der Einwirkung einer Kraft proportional.
Die Anderung erfolgt in der Richtung der einwirkenden Kraft.

ApOF
Axiom 3
Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkung zweier Korper aufeinander
ist stets gleich und von entgegen gesetzter Richtung.

F'=-F

Dynamisches Grundgesetz
Die zeitliche Anderung der translatorischen BewegungsgroRe mQ¥ ist gleich der

einwirkenden Kraft, die diese Anderung verursacht.

F :i(mEV) = mB(ﬂ + VDd—m
dt dt dt

—
beistarremKoérper  beikontinuierlichem Strom

Analog gilt bei der Drehbewegung, dass die zeitliche Anderung des Dralls gleich dem

einwirkenden Drehmoment ist, das diese Anderung verursacht.

Mit der Tangentialgeschwindigkeit v4 ergibt sich:

dv
M=FT = Smm,)o = moo? +  v,acm
dt dt dt

R —
bei starrem Korper bei kontinuierlichem Strom
In vektorieller Form geschrieben:

—

M:Fxlfzi(FmeV): Fxmd 4  xy dm
dt dt dt

bei starrem Korper bei kontinuierlichem Strom

Korrespondenz von GrolRen

lineare Bewegung (Schiebung) drehende Bewegung (Rotation)
F Kraft M (Dreh-) Moment
m Masse J Massentragheitsmoment
a Beschleunigung a Winkelbeschleunigung

-11 -



d’Alembertsches Prinzip (ausfuhrlicher behandelt Kapitel 7)

Dieses lautet in einer fur die Vorlesung Dynamik vereinfachten Version:

Durch Einfuhrung von Tragheitskraften kénnen dynamische Probleme auf statische
zuruckgefuhrt werden.

SF-mE =0 SM-JH =0

Energiesatz
Die zur Geschwindigkeitsdnderung einer Masse aufgewendete bzw. gewonnene Arbeit

verandert die Energie einer Masse. Mit Index 1 fur den Anfangszustand und Index 2 fir den
Endzustand ergibt sich:

-12 -



6. Impuls und Drall
6.1 Translation

Dynamisches Grundgesetz F= % (M) = m@A+mY
KraftstoR J. F dt

-~ - 2 -
Impulssatz J.F dt = mAv oder mkv, =m0y, +I1 F dt

Index 1 kennzeichnet den Anfangszustand, Index 2 den Endzustand.
Ein Impuls (KraftstoR) bewirkt eine Anderung der BewegungsgroRe (des Impulses).

Impulserhaltungssatz (Zmivi )2 = (Zmivi )1
\—ﬁf—l \—ﬁ/——J
Endzustand  Ausgangszustand

Berlihrungsebene mit
Berlihrungspunkt

Verbindungslinie der
Schwerpunkte

- Beim Stol3 beruihren sich die Kérper (zu Beginn des StofRes) im so genannten Berthrungspunkt .
- Die Beruihrungsebene st die Tangentialfliche an die Kdrperoberflachen im Beriihrungspunkt.
- Die Stol3linie ist die Wirkungslinie der beim Stol3 auftretenden Krafte.

Sie steht senkrecht zur Bertihrungsebene.

- Ein StoR ist zentrisch , wenn
a) der Beruhrungspunkt auf der Verbindungslinie der beiden Schwerpunkte liegt und
b) die Beriihrungsebene senkrecht zur Verbindungslinie ist.
Beim zentrischen Stol liegen die auftretenden Krafte auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte.

- Ein Stol3 ist gerade, wenn die Geschwindigkeitsvektoren der Schwerpunkte in der Stof3linie
(Gerade durch Schwerpunkte und Beriihrungspunkt) liegen.

Stol3mittelpunkt
Stol3mittelpunkt ist der Punkt, auf dem beim Stol3 keine Kraft tibertragen wird.
Er ist der momentane Drehpol.

StoR zweier Korper

Impuls-Erhaltungs-Satz: (beim linearen Stol3)

Bewegungsgrolie = Bewegungsgroile + Wirkung des
(Impuls) nachher (Impuls) vorher KraftstoRes

mv, m ¥, J'lzlE dt

Wahrend des linearen StoRes andert sich die Bewequngsgrofie

bei Annaherung Deformation (Verformung): Kompressionsperiode Ilf dt
bei Entfernung Restitution (Rickbildung): Dekompressionsperiode: IIZ dt
linearer Stol3 zweier Korper A und B

Index A: Korper A, Index B: Korper B
Index 1: vorher, Index 2: nachher

-13 -



_Mp Wy + Mg Wy My Wpp + Mg W)

Geschwindigkeit des Schwerpunktes: vgp

mA + mB mA + mB
I K dt k=1 (vollelastisch
StolR3zahl k ist Mal} fur Elastizitat, Definition: k = O<k<1 teilelastisch
j F dt k=0 plastisch
Es gilt: Kk=VB2 "Va2 _ Vsp “Va2 _ VB2 “Vsp

Va1 ~VB1 Va1~ Vsp Vsp ~Vpi
beide Korper nur Korper A nur Koérper B

Geschwindigkeiten nach dem linearen Stol3 zweier Korper A und B
mit den Anfangsgeschwindigkeiten va; und vgi:

- (Ma/mg —K)v, + (1+K)vg
o my/mg +1

_ (A+Kk)vay + (mg/mp —K)vg
mg/my +1

DrehstoR

Beim elastischen und teilelastischen Drehstol3 gelten die obigen Formeln fiir den linearen
Stol3, wenn in den Formeln die Geschwindigkeiten v durch die Winkelgeschwindigkeiten w
ersetzt werden.

Vorschubkraft bei einem Strahltriebwerk

Geschwindigkeit des Flugzeuges: u :l
Ausstromgeschw. relativ zum Flugzeug:v

Index L: Luft m_ u (M, +mg)u +v)
Index B: Benzin
Vorschubkraft (kurz: Schub): F =(m, +mg)Cu+v)-m,

Schiefe Ebene

Gewichtskraft: Fe=mg
Hangabtriebskraft: Fy=mgsin ¢
Normalkraft: FN=mgcos ¢

Reibungskraft: Fr=uFy

-14 -



6.1 Rotation

Massentragheitsmoment eines starren Kérpers, der sich um eine Achse dreht:

J = J.r2 dm wobeir der Abstand des Massenelements dm von der Achse ist

Berechnung den Massentragheitsmoments Uber die Flache des Kdrpers:

das Massenelement lasst sich aus dem Fldchenelement berechnen:

dm= p 0Os OdA

—— ——
Dichte Dicke

Massentrdgheitsmomente einiger einfacher Korper

In allen Fallen ist angenommen, dass die Drehachse durch den Schwerpunkt
des Korpers geht (gekennzeichnet durch den Index S).

- allgemeine Definition des
Massentragheitsmoments:

N
J=>rm, :jrzdm
i=1

- Hohlzylinder, dinnwandig (Rohr):

JS:mr2

- Hohlzylinder, dickwandig (Stab):
m =T (r %) h p

_ 2, .2
Js _%m(ra +1i%)

- Vollzylinder, Scheibe:

Jo=1mr?
m=1r’hp S”2
- Vollkugel: _2 2
Jg=£mr
m="mrp S 5

- Hohlkugel, diinnwandig:
m = 4mr’s (Wanddicke s)

- Scheibe (Drehachse liegt in der Scheibe)
m=Tr’s p (Dicke s)

- Stab: dinn: Lange ¢, Breite b =0
dicker: Lange /, Breite b >0

- Dreieck mit Seiten a,b,c:
(Drehachse senkrecht zur Flache)

- gleichseitiges Dreieck
Seitenlange ¢, Hoéhe h,
(Drehachse senkrecht zur Flache)

- Vollkegel (senkr. Kreiskegel):
Bodenradius r, H6he h
(Drehachse = Symmetrieachse)
m=";r*h pu00000000

&k i e Vb
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Steinerscher Satz dient zur Berechnung des Massentragheitsmoments Ja eines
Korpers der Masse m beztglich einer Achse A , wenn das Massentragheitsmoment Js
beziglich der dazu parallelen Schwerpunktachse im Abstand rs bekannt ist:

%

Ja = Jg + 120

Ar / ‘ny _‘]xy'+')(8[y8wn
S
S j Das bedeutet, dass die Drehung des Korpers um

die Achse A gleichwertig ist zur einer gleichzeitigen
Drehung des Kdrpers um seinen Schwerpunkt
und eine Drehung des Schwerpunktes um die Achse.

Tragheitsradius i = i
m

J

reduzierte Masse (Achsabstand r) Myeg =—
r

Massentrdgheitsmomente eines starren Koérpers bezliglich eines xyz-Koordinatensystems

beziglich der x-, y- und z-Achse Zentrifugal- bzw. Deviationsmomente
Drehung um x-Achse: J, = j(y2 +22)dm Jyy = jxy dm
Drehung um x-Achse: J, = j(x2 +22)dm Jy; = J'yz dm
Drehung um x-Achse: J, = J'(x2 +y2)dm Jy, = Ixz dm

Beispiel fir die verschiedenen Massentragheitsmomente eines Kdrpers

dunner Stab der Lange / liegt in der x-y-Ebene
die z-Koordinate des Korpers ist immer gleich O

A A

y y
>
C N 7
\ \IX' fy X
f' - —
Ix
Drehung um x-Achse Jy =0 weily=0 Jy=2&m g§

_ 1 2 2
—lzmﬁ sin“ d

Drehung um y-Achse -1 2 =1 2
g y Jy—ﬁmﬁ Jy—lszx
_ 1 2 2
= {zM (" cos“o
Deviationsmoment Jy =0 weily=0 Jyy = J'xy dm = J'X X tand dm

Wenn J,, = 0, dann liegt die
Symmetrieachse des Korpers
auf einer Achse des
Koordinatensystems

= tané’szdm = tand\]y
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Hauptachsen
Ein starrer Korper hat drei zueinander senkrecht stehende Hauptachsen,

deren Schnittpunkt im Schwerpunkt liegt.
FiUr eine Hauptachse wird das Tragheitsmoment maximal, fir eine andere minimal.

Bei einem flachen Koérper gilt fir die Hauptachsen:

Die Achse (z-Achse), bei der das Tragheitsmoment des Korpers maximal ist, steht senkrecht
auf der Korperebene. Die beiden anderen Achsen liegen in der Kérperebene.

Es seien x und y die beiden Achsen, die in beliebiger Orientierung in der Kérperebene liegen.
Dann kann man diese beiden Achsen in der Ebene so um einen Winkel ddrehen, dass fir
eine dieser Achsen das Tragheitsmoment maximal und fur die andere minimal wird.

Der Drehwinkel dergibt sich aus den Tragheitsmomenten Jy, Jyund Jy, berechnet im
Ausgangssystem zu:

2]
tan20= —
y ~Ix
Das Tragheitsmoment beziiglich der gedrehten Achsen in der Ebene errechnet sich zu:
_1 1 2 2
Jmax = E(‘Jy +‘Jx) + E\/ (‘]y _Jx) + (Z‘ny)

min

Vergleich von GréRen bei Schiebung und bei Drehung

Schiebung (Translation) Drehung (Rotation)
Ortskoordinate S Winkel 1y,
Geschwindigkeit v Winkelgeschwindigkeit w
Beschleunigung a Winkelbeschleunigung a
Kraft F (Dreh-)Moment M
Masse m Massentragheitsmoment J
Bewegungsgrofe mv Drall Jw
Impuls J‘ﬁ dt Drehimpuls J’|\7| dt
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Anderung des Dralls D bei angreifendem Drehmoment M: 1—? =M

Drallsatz: Die zeitliche Anderung des Dralls D ist gleich dem Moment M,
das diese Anderungen hervorruft.

Ohne auBeres Moment (M = 0), z.B. bei freiem System, ist D konstant.
Drall-Erhaltungs-Satz: (z.B. beim Drehstol3)

Drall = Drall + Wirkung des
nachher vorher Drehimpulses
J @, = J ey + [N at
Drall einer Punktmasse bei linearer Bewequng:
_ b Mmv
D=bvm

Zwei Uber Zahnrader gekoppelte Rotoren | und |l
Massentragheitsmoment beider Rotoren reduziert auf Rotor | (i: Ubersetzungsverhaltnis)

2

_ w | _ 2

Ji d—J|+J||[E—j =J)+J;
re a)z

StoRmittelpunkt

Bei einem exzentrischen Stol3 ist der Stof3mittelpunkt P der Punkt, auf den keine Kraft
Ubertragen wird. Das ist der momentane Drehpol. Erfolgt der Stol3 mit senkrechtem Abstand
s vom Schwerpunkt S, so liegt der Sto3mittelpunkt im Abstand e = Js/(m-s) vom
Schwerpunkt auf der Normalen zur StoR3linie, die durch den Schwerpunkt geht.

Prézession

Greift an einen schnell drehenden Kreisel, der den Drall D hat, ein Moment M an,

so kommt es zu einer Prazession mit der Winkelgeschwindigkeit & . Es gilt:
M=apxD =J px®

Ein Kreisel weicht bei Einwirkung einer Kraft immer senkrecht zu der Richtung aus,

die die Statik erwarten lasst. Die Ausweichrichtung ergibt sich nach der Merkregel
"Kreiselachse jagt Momentenvektor".

Erzwungene Prazession
Die Kreiselachse wird durch einen auf3eren Einfluss im Raum mit der Winkelgeschwindigkeit
ap gedreht. Die Tragheitskrafte des Kreisels erzeugen dann das Kreiselmoment M:

My = J &% @p
= [3)((74:>
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7. Prinzip von d'Alembert

Nach Newton gibt es Krafte und Drehmomente

e
mzr—> F

bl

Die an einer Masse m angreifende  Das an einem Korper (Tragheitsmoment J)

auRRere Kraft F bewirkt eine angreifende aufere Drehmoment M bewirkt
Beschleunigung a eine Winkelbeschleunigung a.

) M =J &

F=m@a

Einfuhrung von Scheinkraft und Scheinmoment

Fr, 4--%// — F @
m ! A

=

Die an einer Masse m angreifende Das an einem Korper (Tragheitsmoment J)

aulRere Kraft F bewirkt eine angreifende aulere Drehmoment M bewirkt
Tréagheitskraft Fy, des Korpers. ein Tragheitsmoment. Damit herrscht
Damit herrscht ein Gleichgewicht Gleichgewicht aller Momente, d.h., die
aller Krafte, d.h., die Summe aller Summe aller Drehmomente ist Null.
Kréafte ist Null.
F -m@& =0 M -JFE =0
— —
Tragheitskraft Tragheitsmoment

Der d'Alembertsche Ansatz liefert eine elegante Formulierung der Kinetik. In vereinfachter
Version dieses Ansatzes werden Krafte und Momenten eingefuhrt, die aus dem Widerstand
eines Korpers resultieren, also aus seiner Tragheit, seine Bewegung zu andern.

vom Korper erzeugte Tragheitskraft: F=-m[ad
aufzubringende Kraft, um Korper mit a zu beschleunigen: F=m@&
vom Korper erzeugtes Tragheitsmoment: M = -Jg L
aufzubringendes Moment, um Korper mit @ zu beschleunigen: M = Jg dr

Prinzip von d'Alembert: Unter Benutzung von Tragheitskraften und Tragheitsmomenten
l&sst sich der momentane Zustand eines Kdrpers so schreiben, dass die Summen der
Krafte und der Momente Null sind:

>F=o [Xui=o
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Koordinatensysteme

kartesisch (x- und y-Richtung) ZFX -mbay, =0 ZFV -mlay =0
polar (radial und azimuthal) ZFr -mk =0 ZF¢ —-mlay =0
naturlich (normal und tangential) ZFn -mba, =0 ZFt -ma; =0
Normalkraft = Zentrifugalkraft = Fliehkraft Z = mg =mr &?
Coriolis-Beschleunigung und -Kraft Acor = 2%V g

I:cor =—Magy = 2m Vigl X W

Drehung um eine Hauptachse

Der Schwerpunkt ist in Ruhe, die Resultierende aller Kréfte ist Null.

Die wirkenden Kréafte lassen sich zu einem Kraftepaar (Moment) zusammenfassen,
das die beschleunigte Drehung verursacht.

Drehung um eine zur Hauptachse parallele Achse

Die Tragheitsreaktionen werden auf die Schwerpunktachse bezogen.

Die Tragheitskraft ergibt sich aus der Schwerpunktbeschleunigung m (&g .

Das Tragheitskraftepaar ergibt sich aus dem auf die Schwerpunktachse
bezogenen Tragheitsmoment Jg [&¥

Drehung um eine beliebige Achse
Die Vektoren M und & sind nicht kollinear.
Bei einer Drehung um die y-Achse hat der Momentenvektor folgende Komponenten:

My =Jdyy I +Jy, &7
My =-Jy, &
M, ==Jyy @7 +Jy, @r

Die umlaufenden Momente My und My belasten die Lager zusatzlich.
Sie verschwinden, wenn die Zentrifugalmomente Null werden.
Das ist bei einer Hauptachse der Fall (erreichbar durch dynamisches Auswuchten).
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8. Energie

2 _
Arbeit bei Translation: W = J F [ds
1
2
Arbeit bei Rotation: W = J M [d @
1
o . 1 2 2 F
Arbeit bei Deformation: W = > [e Os5 —s] (c =— = Federkonstante)
S
Leistung allgemein: P = d—VtV
Leistung bei Translation: P=FI
Leistung bei Rotation: P=M®
Leistung bei beschleunigter Translation:P = m A [V
Leistung bei beschleunigter Rotation: P = J[adla
Energie: Energie ist das Vermdgen, Arbeit zu verrichten
potentielle Energie: Epot =m [y [h
kinetische Energie der Translation: Ekin =% m V2
kinetische Energie der Rotation: Ekin =%J [20?
elastische Energie bei Deformation:
lineare Feder: Eel :%c 52
: _ 2
Torsionsfeder Ee =507 (B
Druckenergie: Epr =pV

Energiesatz:
In einem abgeschlossenen System ist die Summe aller vorhandenen Energien konstant.

Bernoulli-Gleichung: %p@/z + plyh + 0 _ const
X — ——
dynamischer Schwere - statischer
Druck Druck Druck

kinetische Energie eines starren Korpers:

(Translationsenergie] . (Rotationsenergie}
kin =

= ImvZ +1)gm?
des Schwerpunktes um Schwerpunkt 2 2

S

Rotationsenergie um
Ekin = g = %‘JM D:Uz
momentanen Drehpol M
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9. Mechanische Schwingungen

9.1 ungedampfte Schwinqungen

Eine Schwingung basiert auf dem Gleichgewicht von Tragheitskraft bzw. Tragheitsmoment eines
bewegten Korpers und Ruckstellkraft bzw. Riuckstellmoment zur Ruhelage hin.
Die Ruckstellung kann durch Schwerkraft oder federelastische Kraft erfolgen.

Differentialgleichung der ungeddmpften harmonischen Schwingung mit einem Freiheitsgrad.

lineare Schwingung Drehschwingung eines Korpers
einer Masse m, mit Tragheitsmoment Ja,
die an einer Feder mit der an Torsionsfeder mit
Federkonstante c befestigt ist: Federkonstante ct befestigt ist:
Differentialgleichung mL¥ +cly =0 Ja@+c; P =0
mit SystemgrofRen
Differentialgleichung y+afy=0 $+af p=0
in Parameterdarstellung
Eigenkreisfrequenz des
ungedampften Systems Wy = Wy =
Losung der oo mnlarra) §=p, e sin %H%)
Differentialgleichung

Eigenkreisfrequenz: ay

. 1 «a
Eigenfrequenz: f, =T :ﬁr
Periodendauer: T -1._2n#
fo @
Maximalwerte:
bei linearer Schwingung |bei Drehschwingung

maximale Auslenkung (Amplitude): Yo %o

max. Geschw. beim Null-Durchgang: Vmax = Yo 4 Wnax = Po Wy

max. Beschleunigung im Umkehrpunkt: Anax — Yo wé Oprax = — Do w§

Ruckstell- bzw. Kippmoment durch Schwerkraft (s = Abstand Schwerpunkt — Drehachse):
Das Drehmoment M durch die Schwerkraftist M =m g s sing.

A Der momentane Auslenkungswinkel S kann als Summe aus dem
Auslenkungswinkel fin der Ruhelage und dem Auslenkungswinkel ¢.
der Schwingung geschrieben werden, also 8 =& + ¢.

S Im Folgenden wird immer die Néaherung gemacht, dass ¢ sehr klein ist.

a) Im einfachsten Fall ist in der Ruhelage 5= 0.
Dann ergibt sich M=mgs ¢ und cr=M/¢ =mgs
B) Im Fall, dass £ # 0, erhalt man flr das Drehmoment:
Fe M=mgs (sinf + @cosfz)

konstantes Drehmoment
in der Ruhelage

Damit ergibt sich fir das bei einer Schwingung relevante Rickstell- bzw.
Kippmoment (positiv, wenn S unterhalb A, negativ, wenn S oberhalb A)
_ rickstellendes Drehmoment

Auslenkwinkel
22 .

S

vom momentanen Auslenkwinkel
abhangiges Drehmoment

= mg s cos S,




Rickstellung durch federelastische Kréfte

Federkonstante: Definition: Wirkt auf ein Federelement eine Kraft F, so bewirkt diese eine
Langenanderung s. Das Verhaltnis von F und s wird als Federkonstante ¢ bezeichnet.

Federelemente:

Feder l F F ¢ Federkonstante
*S € s F wirkende Kraft
§ Langenanderung
Stab, Seil F . _EA E Elastizitét§modul
*s Y A Querschnittsflache
l { ¢ Lénge
Biegefeder, am Ende belastet c=3 El E Elast|2|ts'ltsmod'ul
/3 I Flachentragheitsmoment,
bei Rundstab: 1="/,r"*
bei Rechteckstab: I = ¥/,, b h®
¢ Lange
Biegebalken, mittig belastet c-48 E! E Elast|2|ts'1tsmod'ul
# E JE | Flachentragheitsmoment
wie bei Biegefeder
m ¢ Lange
Feder, schrag angreifend Co =C cos? y Cei Wirksame Federkonstante
¢ Federkonstante der Feder
F y  Winkel zwischen Richtung
s der Federkraft und der
Bewegungsrichtung

Parallel- und Serienschaltung von Federn

Cef =Cy +Cy

Ceii Wirksame Federkonstante

(Addition von Wegen)

Parallelschaltung
(Addition von Kraften)

allgemein:

1 Z 1
Cert C

allgemein: c, Federkonstante Feder 1
Cop = Z c. c, Federkonstante Feder 2
€ 1
Serienschaltung 1.1 Cet Wirksame Federkonstante

c; Federkonstante Feder 1
c, Federkonstante Feder 2

Rickstellmoment um Achse A, erzeugt durch die Kraft F einer linearen Feder
mit Federkonstanten c, die an einem Hebel mit Kraftarm r angreift.

il

_ ruckstellendes Drehmoment _

n Winkel zwischen Kraftrichtung (blau) und Hebelarm (schwarz)
y Winkel zwischen Kraftrichtung (blau) und Bewegungsrichtung (rot)

T

Auslenkwinkel
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Beispiel: _mathematisches Pendel mit punktférmiger Masse

% Pendellange /

. . Ja =m /2

Massentragheitsmoment YA

14

Eigenkreisfrequenz f —i 9
J a 2\ /¢
Periodendauer T :277\/2
g

Beispiel: physikalisches Pendel mit riickstellender Feder und Dampfer

A Achse der Pendeldrehung
S Schwerpunkt des Korpers

S Abstand Schwerpunkt-Drehachse:
s > 0, wenn Achse oberhalb des Schwerpunktes
s <0, wenn Achse unterhalb des Schwerpunktes

F Angriffspunkt der Feder

D Angriffspunkt des Dampfers

r Abstand Schwerpunkt — Kraftangriffspunkt
c Federkonstante

b Dampfungskonstante

n Winkel zwischen Radius r und Kraftrichtung
Index F bezogen auf Feder

Index D bezogen auf Dampfer

2 ain?
Eigenkreisfrequenz ¢ - 1 | Mgs + cresin"/
ungedampft 27T Jg + ms2

Periodendauer _ Jg +ms?
- T=2m
ungedampft mgs + cr?sin®/.

Hinweis: Die Dampfungskonstante bt der Drehung (siehe Kapitel 9.2) errechnet sich
analog zur entsprechenden FedergroRe der Drehung zu by = b re? sin? 77¢2.
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9.2 qgedampfte Schwingungen

Es wird angenommen, dass die Dampfung proportional zur Geschwindigkeit ist.

lineare Schwingung

Drehschwingung

Differentialgleichung
mit SystemgroéfiRen

mly + bly + cly =0

Ja@+brlp+cr P =0

Differentialgleichung
in Parameterdarstellung

Y+ 290y, Y +wi y= 0

p+290u P+ ¢= 0

Eigenkreisfrequenz des _|c _ |CT
ungedampften Systems “ = m “ = Ja
Dampfungskonstante _ Dampfungskraft _ F—.D = Dampfungsmoment
Geschwindigkeit vy Winkelgeschwindigkeit
k N
[b]z_g:_ bT—%:br2
s m/s )

Nm
br|=—
lbr]="

Abklingkonstante 5=_P [5] = 1 - br [0]= 1
2m S 2, S
Dampfungsgrad = 9= o [19] _1
Lehrsches Dampfungsmalf} h
7=0 ungedampfte Schwingung
g >0 ...<1 schwach gedampfte Schwingung
g=1 kritisch gedampfte Schwingung,

aperiodischer Grenzfall

Kriechfall

Kreisfrequenz der
gedampften Schwingung

Losung der
Differentialgleichung

y =Yo e sin (wit + @)

§=po e sin(ayt+ap)

logarithmisches Dekrement

y(t)

_2mrd

1| s

-25 -




9.3 erzwungene Schwingungen

Errequng Wegerregung Massenkrafterrequng | Stitzenerregung
(periodische Auslen- | (Unwuchtmasse me (periodische Auslenkung
kung mit Amplitude r | schwingt periodisch mit Amplitude y, greift an
greift Uber Feder an) | mit Amplitude e) Feder und Dampfer an)

Dampfungs- _0

grad wh

Abstimmungs- _ Erregerfrequenz _ «.

verhaltnis Eigenfrequenz

Amplitude der

schwingenden | A=V, [ =V; fe A=v; e e A=V2 Do

Masse m c m

VergréRer- Vi = V3= Vo=

ungsfaktor 5

1 n 2
Ja=n?? + @9nf | Ja-n??+ 290y Lboo
7 n n 7 (1_,72)2 + (219,7)2
Kurven 4 4 4
Vv
gegen 7 3 3 3

schwarz: 4=0 ,

blau: =, \ ? JRN ?

rot: 9=1 | 1 1 — 1

. AN — | . N——
0
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

Phasenwinkel 2 3

zwischen @ = arctan 2 19'72 @ = arctan Z @ = arctan f 217 5

Anregung 1-n -n 1-n +(219/7)

und Masse

AmplltUde bei r e m 2

kleiner ARZE AR=§ —= A, =J0 vi+49

Dampfung und m R 25

Resonanz (n7=1)

Belastungskraft | am Aufhangepunkt auf das

der Feder Fundament

F=mr wg Vi

F=mg eaévg

Biegekritische Drehzahl:

Nk

_27T m

c

- 26 -




10. Mathematischer Anhang

Berechnung eines beliebigen Dreiecks:

Ein beliebiges Dreieck hat 6 Parameter: 3 Seitenlangen und 3 Winkel.
Es lassen sich alle Parameter berechnen, wenn 3 Parameter bekannt sind,

von denen mindestens einer eine Seitenlange ist.
Zur Berechung dienen folgenden Satze:

a _ b _ c
sinag sin 8 " sin %

Sinussatz:

Kosinussatz:

a?=b?+c’-2Etosa
b? =a? +c? - 2[@alt [tos S
c?=a’ +b?-2M@MDEos y

Einige Ableitungen:

Funktion y(x) | Ableitung y'(x)
C 0
Xm m Xm-l
X 1

X 2/x
sin cx C COS CcX
COS CX -C sin ¢x
tan x 1+tan®*x = cos?x
cot x - sin? x
e* e*
a* a*-In(a)
In x x*

rcsin =
arcsin x W

r 1
arccos X P
arctan x = >

1+x
arccot x S 5
1+X
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c
Einige Integrale:
Integral Losung
- ; 5 N+1
X dx
J n+1
* dx
- In x
J x
* adx
In (ax +b)
Jax+b
* dx )
arcsin —
J o2 = x2 C
* 1
eCX dX _eCX
J C
sin cx — = C0S CcX
C
COS CcX —sincx
C

weitere Integrale siehe z.B.:
http://www.wikibooks.de

- Formelsammlung Mathematik
- Analysis

- unbestimmte Integrale



