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4 Bearbeitung dreidimensionaler Strukturen

Die Bearbeitung dreidimensionaler Strukturen umfaft im hier
erdrterten Zusammenhang die Ermittlung der Koordinaten vektori-
sierter Objektdarstellungen zum Zwecke der Wiedergabe bzw. Nach-
bildung realititsnaher Objektansichten; dazu gehdért die Modellie-
rung und Positionierung rédumlicher Konstruktionen und die Erstel-
lung perspektivischer Projektionen erzeugter Modelle ebenso wie
die Rekonstruktion von Objekten aus ihren ebenen Darstellungen.

Die in den nichsten Abschnitten besprochene grafische Daten-
verarbeitung vermittelt einen kurzen Uberblick iiber die wichtig-
sten Rechentechniken und Begriffe. Sie bildet die Grundlage fur
die anschlieBend hergeleiteten Rekonstruktionsmethoden, die eine
Vermessung von Objekten aus ihren perspektivischen Projektionen
erlauben. SchlieBlich wird ein im Rahmen der vorliegenden Arbeit
entwickeltes Verfahren vorgestellt. Es erméglicht die Ermittlung
der MaBe eines Objektes aus nur einer Aufnahme (Projektion) bei
Vorhandensein von Information iiber seine Struktur und/oder Pro-
portionen.

Nicht néher erl&utert werden demgegeniiber Verarbeitungs-, Dar-
stellungs- und Speicherungsmethoden, (Verdeckungs-, Schattie-
rungs~-, Manipulationsalgorithmen u.&.), die unver&ndert von der
angegebenen Literatur (z.B.: W.K.Giloi 1978; N.Ahuja,
B.J.Schachter 1983; P.Gorny, A.Viereck 1984; G.Engeln-Millges
1986; G.Pomaska 1986; J.Platé 1987; L.Adams 1988; U.Beck 1988;
M.E.Mortenson 1989) ﬁbernommeﬁ wurden. &

- »

4.1 Grafische Datenverarbeitung

Die im folgenden wiedergegebenen mathematischen Methoden zur Be-
rechnung und Darstellung dreidimensionaler Objektkoordinaten
werden in einer Vielzahl wvon im letzten Jahrzehnt erschienenen
Werken behandelt (z.B.: D.H.Ballard, C.M.Brownwl982; J.D.Foley,
A.v.Dam 1982; B.J.Schachter 1983; W.M.Newmann, R.F.Sproull 1984;



W.Purgathofer 1985; A.Rosenfeld 1986; K.I.Joy et al. 1988). Sie
werden nachstehend noch einmal kurz erliutert, weil sie im Rahmen
der vorliegenden Arbeit angepaBt und weiterentwickelt wurden;
gleichzeitig so0ll damit die -in der Literatur nicht einheitliche-
Notation festgelegt werden.

4.1.1 Zweidimensionale Punkttransformationen

Drei der gebr&uchlichsten ebenen Grafik-Transformationen sind die
Verschiebung parallel 2zu den Achsen des Koordinatensystems
(Translation), die Variation des Abbildungsmafstabs getrennt fiir
jede Hauptrichtung (Skalierung) und die Drehung um einen belie-
bigen Punkt in der Ebene (Rotation). Eine Anwendung dieser Tech-
niken auf zwei Punkte in der genannten Reihenfolge ist in Abb.
4.1.1 dargestellt.

Fir die Transformationen des Punktes A:(x,7y,) -und analog fir
jene des Punktes B- gilt nach Abb.4.1.1, dargestellt in Matrizen-
form:

[Xarsr Yarsr!

0958 sine
v - [xc yc])- -s1n® cos6| + [xc yc]
(4.1)

Sx 0
(1%, ¥,1 + [%g v 1) |0% s

Es 148t sich unschwer nachweisen, daB unter Verwendung homogener
Koordinaten (vgl. J.Encarnagao, W.StraBer 1988) die in Gl.(4.1)
enthaltenen Transformationen geschrieben werden kénnen als das
Produkt (hier als Falksches Schema):

1 0 0 S, 0 ofi1 0 0 cos® sine 0|{1 O O
0 1 oj|o sy oljo 1 Of|=-sin®@ cos® 0|0 1 O
xt Yy 1{jo o0 1 “Xo ~Yo 1 0 0 1 %o Yo 1

[x 1]
a ¥a (4.2a)



bzw.:

sx-cose sx-51n8 0o
-s_+sine S +COSO 0

b4 Y
(s * Xy =X ) +cose (sx-xt-x )+sine 1

-(sy~yt-yc)-sine+xc +(sy-yt—yc)-cose+yc
[xpa ¥a 11 0 XATSR YaTsr 11,
(4.2b)

wobei schon an dieser Stelle festzustellen ist, daB8 die Daten der
translatorischen Bewegung (xt,yt,xc,yc) lediglich in die letzte
Zeile der resultierenden Transformationsmatrix eingehen (vgl.
Abschnitt 4.2).

-
Abb.4.1.1 Translation, Skalierung und Rotation zweier Punkte



Zum Gebrauch homogener Koordinaten sei hier noch daran erinnert,
daB sie die geschlossene Darstellung dreidimensionaler Trans-
formationen in Form von Matrizenprodukten erméglichen. Steht im
Transformationsergebnis als letzte Punktkoordinate keine Eins, so
ist durch diese Koordinate zu dividieren -normieren- (vgl. auch
o.a. Literatur).

4.1.2 Dreidimensionale Punkttransformationen

Die Anwendung der im vorigen Abschnitt angestellten Uberlegungen
auf den dreidimensionalen euklidischen Raum fiihrt unmittelbar,
bei Verwendung homogener Koordinaten, im Falle der Verschiebung
von Punkten parallel 2zu den Koordinatenachsen um jeweils Xer Y
und z,, 2ur Translationsmatrix

(4.3)

NP OO
HFOOO

t

und bei einer MaBstabsveridnderung um die Skalierungsfaktoren Sys

sy und s, zur Skalierungsmatrix

(4.4)

HOOO
.

Die Rotation um eine der Hauptachsen kann anhand des in Abb.
4.1.2 dargestellten Zusammenhangs berechnet werden. Darin gilt:

a,, = a, - cose -~ bA « sine

bA' = a, - sine + bA « Ccose

(4.5)



b
b A
bA A
P
a a a

Abb.4.1.2 Zur Berechnung der Rotationsmatrizen

Wird die Achse a als stellvertretend fir x, b entsprechend fir y
angesehen, so beschreibt Gl.(4.5) eine Drehung um die z-Achse.
Die dazugehdrige Systemmatrix

cose sinez 0 0

T = ~sine cos® 0 o] (4.6)
Rz 0 z o 2 1 0
0 [¢] [+] 1

stellt erwartungsgem4B die um eine Dimension erweiterte Rota-
tionsmatrix nach Gl.(4.2a) aar. Analog dazu fithren die Ent-
sprechungen {a - z; b = X} zur Rotationsmatrix fir Drehungen um
die y-Achse:

cos8, 1] -sin® o]

Tpy = 0¥ 1 oY 0 (4.7)
Y sine 0 cos8 0
oY 0 R4 1

und (a - y: b = z} zur Rotationsmatrix



1 ] 0 0

IRx = 0 cos6, sine 0 (4.8)
0 -sinex cosex 0
0 (o] o] 1

fir Drehungen um die x-Achse.

Mit Ox, ey und ez wurden hier die Drehwinkel um die jeweilige
Koordinatenachse bezeichnet; sie werden gegen den Uhrzeigersinn
gemessen, wenn als Blickrichtung 3jene vom positiven Teil der
Koordinatenachse zum Koordinatenursprung angenommen wird.

Sowohl die einzelnen Rotationsmatrizen IRx' IRY’ Tz als auch be-
liebige Produkfe unter ihnen sind orthogonal, d.h. die Transpo-
nierte Sﬁpef/t;ieser Matrizen oder eines beliebigen Produktes
daraus ist gleichzeitig deren Inverse. Diese Eigenschaft ist fur
die unten erérterte Rekonstruktionsmethode (Abschnitt 4.2.3) von
Bedeutung.

Zur Drehung um eine Parallele zu einer der Koordinatenachsen wird
erst eine Translation zum Ursprung und dann die Rotation um die
enstprechende Koordinatenachse ausgefithrt; anschlieBend wird die
Translation riickgéngig gemacht. Diés fihrt zur Gesamtmatrix:

-1

Tges = Ip *Igg " Tpp * =+ = Ip

wenn T, die Translation der Rotationsachse bis zum Koordinaten-
ursprung und das Produkt le * Ipy * oo die Folge der darzustel-
lenden Drehungen représentieren. Die Tatsache, das8 das Matrizen-
produkt nichz kommutativ ist, korrespondiert mit der Erkenntnis,
daf die Reihenfolge raumlicher Drehungen nicht gleichgiiltig fur
das Ergebnis ist.

Rotationen um andere als die Hauptachsen werden als geeignete
Folgen von Drehungen um Achsen parallel zu den Koordinatenachsen
berechnet. Die dazu erforderlichen Umrechnungen werden hier nicht
behandelt, weil sie fiir die folgenden Erérterungen ohne Relevanz
sind. Aus demselben Grunde findet im Rahmen der hier vorge-
stellten Arbeit das in der Praxis hdufig eingesetzte Linkssystem

keine Anwendung.



4.1.3 Dreidimensionale Zentralprojektion \

AN

Zur Berechnung der Projektion eines Punktes A (%,7Y,7 ;1) auf
den Punkt A':(xA,;yA,;zA,;l) in der von drei

c:(xc;yc;zc;l), D:(xD;yD;zD;l), E:(xE;yE;zE;l) aufgespannten
Ebene ergeben sich bei dem Projektionszentrum P:(xp;yp;zprl),
unter Zuhilfenahme des Punktes A“:(xA";yA“;zA";l) als Projektion
des gesuchten Punktes A’ auf die durch ¢ und D definierte Gerade

mit dem Punkt E als Projektionszentrum, fir die jeweils kol-
linearen Punkte CA"D, EA’A", PA’A (Abb.4.1.3) die Beziehungen:

1

&

R 4

Abb.4.1.3 Projektion auf eine Ebene im dreidimensionalen Raum



X - X Yy - Y Z,.n - 2
an C An c A c

- - , (4.9), (4.10)
X T~ ¥p Ye = ¥p 2¢c " Ip
Xy = X Yar = Y 2, = 2
L3 T RS- = (4.11), (4.12)
Xan = Xg Yan = Yg Zyn ~ Zp
Xpr = X Ypae = ¥ Z,) — 2
L e L L (4.13), (4.14)
3" T ¥p Ypo = Yp Za " %p

Geméf den Betrachtungen im vorangegangenen Abschnitt 148t sich
daraus die Projektionsmatrix auf der folgenden Seite herleiten;
sie ist in der hier ausgewerteten Literatur nicht enthalten -~
vermutlich aufgrund ihrer Komplexit#t. Eine Nichtbeachtung ihrer
Herleitung fithrt jedoch zu weit verbreiteten Vereinfachungen, die
eine mathematische Legitimation vermissen lassen (vgl. z.B.
D.F.Rogers, J.A.Adams 1976, S.72: "(..) attain an esthetically
pleasing perspective.").

Wird das Koordinatensystem so gew&hlt, daB die Projektionsebene
(entsprechend der Netzhaut bzw. der Filmebene) mit der x-y-Ebene
zusammenféllt und das Projektionszentrum (Betrachterstandpunkt)
auf der positiven z-Achse liegt, so ist die Projektion durch die
Matrix

-c-zp o] 0 (]
IPI = 0 ~Cez, 0 0 (4.15a)
0 0 4] [
0 0] 0 -c-zP )
mit
c = XC(YD‘YE) + XD(YE‘YC) + XE(YC‘YD)

beschrieben, wie aus der umseitigen Projektionsmatrix fir

2o = 2 = 2p = 0 und Xp = Yyp = 0 folgt.
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Die Berechnung der Projektion nach Gl.(4.15a) bedeutet keine
Beschrédnkung der Allgemeingliltigkeit der obigen Betrachtungen,
sofern die Koordinaten der zu projizierenden Raum- bzw. Objekt-
punkte auf das so definierte Koordinatensystem transformiert
werden und die betrachtete Abbildung durch genau eine Projektion
darstellbar ist, d.h., wenn keine Spiegelungen, Schattenwiirfe,
seitliche Ansichten fotografischer Aufnahmen etc. vorliegen;
davon wird im folgenden ausgegangen. Die zu projizierenden
Objekte befinden sich dann im Halbraum, der von der x-y-Ebene und
der negativen z-Achse definiert wird.

Aufgrund der Gleichwertigkeit in Bezug auf das normierte Ergebnis
kann die Projektionsmatrix ebenso angegeben werden mit:

IPZ 5 (4.15b)

ooQom
(=N =N =]
[o NN o]

Auslassung der mit Nullen besetzten dritten Spalte in Gl.(4.15b)
fihrt 2u der Projektionsmatrix:

I, = . (4.15c)

OO O
OO KO

Somit 1&Bt sich die Projektion eines beliebigen Punktes

&

pT = [x y 2 1] auf die x-y~Ebene als das Falksche Schema

Tll T12 T14
T T T
21 22 24
T T T
T31 T32 T34
41 42 44
[xy 2z 1] [ X’ Y’ H ] (4.16a)

oder als die Produkte



bzw.
p’ = 1/H » nT - I (4.16b)

darstellen, wobei T gleich dem Produkt der Matrizen aller der
Projektion vorausgehenden Transformationen mit der Projektions-
matrix Ip ist:

T = T, + T, cee r Tp -

Zur Erlangung einer geschlossenen Darstellung der Transformation
und Projektion von n Punkten Ry i=1,...,n werden bei den weite-
ren Betrachtungen die Grdéfen Hi -abweichend vom angegebenen
Schrifttum- zu einer Diagonalmatrix H zusammengefaBt, so das

H - E'T = RT - I (4.17a)
bzw.
prT = gt.pl.2 (4.17b)
gilt, mit
Hl l/Hl
: 0 C-1 : 0
. | = : ' \H = : ’
o] H K 0 H
Hn «l/Hn
(4.18a), (4.18b)
T
By X ¥ % 1
ET = : = : e e : (4.19)
T
Bn Xn Yp 2, 1
und



) (4.20)

:F
-3
:§
%3
=§
-

Die hier vorgestellten Transformationen wurden
innerhalb eines

Software-Systenms

als Optionen
im Rahmen der vorliegenden Arbeit erstellten
zur grafischen Datenverarbeitung (E3D5 - s.
Anhang) implementiert. Abb.4.1.4

enthdlt ein Beispiel aus dem
Einsatz dieses Systems.

SToP

L0

Abb.4.1.4 Anwendung der hergeleiteten Transformationen



4.2 Rekonstruktionsmethoden

Wird Gl.(4.16) aufgefaft als die Quantifizierung des Zusammen—
hangs zwischen den raumlichen Koordinaten eines Punktes p sowie
den Daten iiber die vorgenommene Transformation und Projektion I
einerseits und den zweidimensionalen Projektionskoordinaten p’

andererseits:

p’ = £ (p, I)

so gibt jede Aufldsung dieser Gleichung, bei der Punktkoordinaten
und/oder Projektionsdaten als Ausgangsgrdfe auf der linken Seite
stehen, eine Rekonstruktion dreidimensionaler GréfSen wieder. Dazu
gehdren insbesondere die unten erdrterten Berechnungsverfahren
fiir p und T ebenso wie die danach behandelte Ermittlung wesent-
licher Teile davon.

4.2.1 Dreidimensionale Punktrekonstruktion

Die sich am haufigsten stellende Rekonstruktionsaufgabe ist die
vermessung von Objekten bzw. die Bestimmung ihrer Lage im Raum
durch die Ermittlung der Koordinaten einzelner Punkte p aus deren
Projektionen p’ und der Kenntnis tber die Enstehung dieser Pro-
jektionen in Form der Transfotmationsmatrix T (s. M.zZeller 1947;
W.Riger et al. 1978; G.Konecny, G.Lehmann 1980; K&Kraus 1982).
Dies entspricht der Auflésung von Gl.(4.16) zu

R = fl(B':T.):

wobei T eine noch zu bestimmende Inversionsméglichkeit fur die
rransformationsmatrix I und fl(p’,I—) den gesuchten mathema-
tischen Zusammenhang symbolisieren. pa die resultierende Trans-—
formationsmatrix nach Gl.(4.15) nicht invertierbar ist (was in
der Anschauung der Unmoéglichkeit dex réumlicﬂbﬂ Lagebestinmung
fiir einen Punkt aus dessen zweidimensionaler Projektion ent-



spricht), wird dieser Mangel durch die Hinzuziehung mehrerer Pro-
jektionen desselben Punktes behoben; bei Berticksichtigung zweier
Projektionen T1 und T2 fihrt dies zu

mil pl2 pl4 g1l 512 pald
21 22 24 21 22 24
T1 T T1 T2 T2 T2
T3} 7132 py34 qp31 32 1234
41 42 44 41 42 44
[xyz 1] [ X1’ y1’ H1 X2’ Y2’ H2 ]
(4.21a)
bzw.
T e T T
p - [T1, T2]) = [Hl.pi’", H2.p2'°7] . (4.21b)

Das Problem nach G1.(4.21) ist dberbestimmt. Anwendung der
Methode der kleinsten Quadrate (vgl. Kap.2) ergibt zunidchst:

T T
Il Ti
RT-[Tl,IZJ' ol = [Hl-pl'T, H2-92'T]. T
2 12
und daraus:
T b
Tl 17|
e’ = aepur”, H2ep2rTye | o locrma,m2e| o)7L (4.22)
I2 T2

Gl.(4.22) 1ist in dieser Form (ohne Kenntnis von Hl und H2) nicht
16sbar. Eine iterative L&sung kann erreicht werden, indem zu-
néchst Hl(o) = Hz(o) = 1 angenommen wird. Das Ergebnis der ersten
Iteration pT(l) lautet dann:

T T
1 T _
e AP~ Lo B I YL SN VYR I PR W °3
T2 I2
= (e, p2’T(1);



T(l), pz'T(l)] Xann wiederum unter Verwendung

aAus dem Vektor [pl’
der GauBschen Methode eine erste Naherung fir H1 und H2 errechnet

werden; aus der Forderung:

p_l.T - (1/H1(1)) . n;L'T(l) L nin
bzw.

Q.Z.’T - (1/“2(1)) . D_ZIT(l) _L_ min
folgt namlich:

p-lIT . nll = (l/Hl(l)) . p-llT(l) . nll
bzw. .

RZ.IT 5 9-2' = (l/HZ(l)) 5 D_Z'T(l) 5 nal

und schlieBlich, in Anwendung des im Abschnitt 2.2.4 wieder-
gegebenen Verfahrens,

p_l'T(l) . pl’
m(Y = = (4.23a)
p_ll A~ Dl'
und QZ'T(l) . pa2t
a2(1) o + , (4.23b)
nzl - 22-’
wobei die Iterationsergebnisse pl'T(l) pz'T(l) als die fehler-

pehafteten GréBen angesehen wurden. Mit den so ermittelten Werten

fir Hl(l) und Hz(l) wird nach Gl.(4.22) die zweite Iteration er-

rechnet u.s.f.. Die Iterationen konvergieren i.a., denn die
-

«

Matrix

cz1,721T - ( (21,221 - (22,2217 37

ist die Pseudoinverse zu [Tl, T2] (vgl. W.K.Pratt, 1978; C.R.Rao,
S.K.Mitra, 1971); somit ist zu erwarten, daf ihr Produkt nahe der
Einheitsmatrix liegt und

T

T L r o T, p2) -

gilt.



Der obige, im Rahmen dieser Arbeit formulierte und getestete
iterative Rechenweg bietet den Vorteil, daB er, in Zusammenhang
mit dem (ebenfalls hier entworfenen) Ausdruck Gl1.{4.17) eine
geschlossene und damit anschaulichere Darstellung fir das Rekon-
struktionsproblem liefert.

In der Praxis (vgl. D.F.Rogers, J.A.Adams, 1976) wird eine
schnellere, direkte L&sung beschritten, indem die Matrizen-
gleichung (4.21) ausgeschrieben und die Skalargleichungen fir Hl
bzw. H2 in jene fUr x1’ und yi’ bzw. x2’ und y2’ eingesetzt
werden:

- ’ - -
(T1 T1 4xl )x+(Tl21 T124x1’)y+(T131 T1

- )=
11 1 4x1’)z+(Tl4l T1, ,%1 ) 0

3 44

- - - - ? Y=
(T1 T114y1')x+(T122 T124y1’)y+(T132 T134y1')z+(T142 Tl44yl )y=0

12

(T2, .-T2 x2/)=0

’ -
4x2 )x+(T221 T2 44

4x2')y+(T231-T2 4x2')z+(T24l-T2

11 1 2 3

- - - - ) =
(T2, ,-T2, ,¥2/ )%+(T2,,-T2,,y2’ )y+(T24,=T2,,y2’ ) 2+(T2,,~T2,,x1/)=0

Da die Verwendung homogener Koordinaten ein homogenes Gleichungs-
system ergédbe, wird der obige Zusammenhang als

A+«X = Db

formuliert und mit der GauBschen Methode 2zu

T

X = (a -1

a7t . aT.p (4.24)

geldst, mit

- ’ - ’ = ’
T1,,-T1,,X1’ T1, -Tl,,x1’ T1,,~Tl,,x1
T1,,-T1,,yl’ T1,.-T1,,yl’ T1.,.-Tl.,,yl’
12 3
A = 14 227" 24 32 4 ) (4.25)
- 4 - 4 - ’
T2,,-T2, X2’ T2,,~T2,,X2’ T2,,~T2,,x2
T2),=T2; ,¥2' T2,,-T2,,y2’ T2,,-T2,,y2’



XT = [xy 2] (4.26)
und
L=
T1,,%X1/-T1,,
T1,,y1’-Tl
ET = 44 42 . (4.27)
!
T2,,%2'-T2,,
[
T2,,Y2'~T2,,

4.2.2 Ermittlung der Transformationsmatrix

Die verbleibende Méglichkeit, daB némlich anhand gegebener Punkte
P im Raum einerseits und ihrer Projektionskoordinaten P’ anderer-
seits die Transformationsmatrix T durch (s.o.)

T = £, (R, E)

ermittelt werden soll, ergibt mit den in den Gln.(4.18) bis
(4.20) eingefilhrten Matrizen und den oben angefiihrten Uber-
legungen, nach Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf
das i.a. Uberbestimmte System:

T = @2 -eDY.p-Hn-pT. (4.28)

Auch hier kann die Lésung zuﬁéchst iterativ ermittelt werden,
wenn ﬂ(o) = I angenommen wfrd (mit I sei die Eipheitsmatrix
bezeichnet). Das Ergebnis I(i) jeder Iteration 1liefert mit
Gl.(4.23) die Elemente einer neuen Diagonalmatrix nach Gl.(4.18)
mit:

LT(1) R’

T, -, '
By

B
g () - B
Qk'

kk (4.29)
wenn p bzw. pk’ die Koordinaten der betrachteten Punkte im Raum

bzw. derer Projektionen und pk'(l) die Groépe
&



(1) ,T

B’ = p, (1)

- I
kennzeichnen.

Die in der Praxis verwendete direkte L&sung geht wieder von der
fir eine Projektion ausgeschriebenen Gl.(4.21) aus; jeder Punkt,
der mit seinen Raum- bzw. Projektionskoordinaten vorliegt,
liefert hiernach die Beitrige:

. -1 L . bd LS . - ’, -yt =
X Tll XX T14+y 'I‘21 ¥X T24+z T31 2x T34+T41 X T44 0

I
(=)

- -Xy’ . . —-yyvl. . -2yl . -y, =
Ko XY ol g 4Y Ty =YY o Ty 2o Ty =2y Ty T =¥ < Tyy

Da es sich hier in jedem Falle um ein homogenes Gleichungssystem
handelt, wird es mit der Festsetzung des Wertes eines der ge-
suchten T-Elemente in ein inhomogenes solches iibergefithrt. Hier-
bei bietet sich die Wahl Tae =1 an, zumal T,, immer positiv
bleibt; denn es ist immer:

T = 1 -2

44 t/2p > 0.

wenn z, die (nichtpositive) Translation in z-Richtung und z, die
(positive) z-Koordinate des Betrachterstandpunktes sind (vgl.
Abschnitt 4.1.3). Bei Verwendung von n Punkten ergibt sich daraus
die Matrizengleichung:

L - £t = nn
und die Ldsung im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate
£t = @-w?t.Ton (4.30)

fiir die zum Vektor & zusammengefaften 11 von 12 Elementen der
Matrix T aus Gl.(4.16a):

T

£ T

T T T T T T T

[Tll T12 14 721 "22 724 "31 "32 "34 T41 4:2:l



. I - ’ - ‘
X 0 X%, ¥q 0 Y%, zq o} 2%y 1 0
- 4 - I - I
0 % wxy;f 0y Yyt 0 2, -y’ 01
L = - g I : 5 : : : e
- 7 - r - ’
x, 0 XX, Y, © YpXn' Zn O zx ' 1 0
. ’ - ’ - ¢
L 0 xn xnyn 0 yn ynyn 0 zn Znyn ¢] 1 ]
(4.31)
und
o= %y, X'y’ 1 (4.32)
1" ¥ e s - Xy Yp .

Die Formulierung der Rekonstruktionsaufgabe nach Gl.(4.30) macht
deutlich, daB =zur eindeutigen Bestimmung von T die genaue
Kenntnis von mindestens 5% Punkten erforderlich ist (d.h., von
dem 6. Punkt wird lediglich die Kenntnis einer der beiden Pro-
jektionskoordinaten - x’ oder y’ - bendtigt), was in der Formu-
lierung nach Gl1.(4.28) nicht zum Vorschein kommt. Tatsé&chlich
flihren beide Matrizen erst bei Vorlage von mindestens 5% Punkten
zum selben Ergebnis; vorher ist Gl.(4.30) nicht l8sbar, wihrend
Gl.(4.28) evtl. falsche Ergebnisse liefert, d.h., Lésungen fir I,
die zwar G1.(4.28) fir H = 1 erfillen aber nicht notwendigerweise
die fiir die Projektion verwendete Transformationsmatrix wieder-
geben.

Die oben erérterten Rekonstruktionsmethoden kénnen i.a. zur Un-
fallrekonstruktion nicht oder nur bedingt eingesetzt werden, weil
in solchen Fidllen zumeist Einzelaufnahmen (entsprechénd P’) exi-
stieren, zu denen weder die réumlichen Daten der abgebildeten Ob-
jekte (B) noch Informationen tuber Standort, Orientierung und
Brennweite der verwendeten Kamera (T) vorliegen. Die Tatsache je-
doch, daB fir den betrachtenden Menschen auch Einzelaufnahmen
durchaus Aufschluf iiber die darin abgebildeten Objekte geben
kdnnen, gab den Ansto8 zu den nachstehend aufgefihrten Be-
trachtungen.



4.2.3 Objektrekonstruktion aus einer Aufnahme

Soll ein dreidimensionales Objekt anhand genau einer Aufnahme
rekonstruiert werden, so ist eine Auflésung von Gl.(4.17b):

T = gt T2 (4.17b)
nach BT ohne Kenntnis von T zundchst unméglich. Wird Jjedoch die
Kenntnis i{ber die Gestalt des abgebildeten Objekts in die
Rechnung einbezogen, so modifiziert sich die Rekonstruktions-

aufgabe insofern, als ein Teil dJder auf der rechten Seite der
Gl.(4.17b) stehenden GroBen als bekannt angesehen werden kann.

vVorinformation uber die Gestalt eines zu rekonstruierenden Ob-
jektes kann in die Rechnung eingebracht werden, indem z.B. das

Wissen iliber das Vorhandensein eines Quaders mit den unbekannten
Lingenverhédltnissen 1 : m : n in der Form:

P~ = K .U (4.33a)

bzw., schematisch:

(1 0 0o o©
U = Om O O
0 0 n O
0O 0 0 1
0O 6 0 1 0O 0 0 1
0 0~-1 1 0 0 =-n 1
T 0 1 o0 1 0O m 0 1 T
K = 0 1 -1 1 0 m-n 1 = P (4.33b)

1 0 O 1 1 0 o 1
1 0~-1 1 1 0~-n 1
1 1 0o 1 1l m 0 1

1 1 -1 1 1 m-n 1 )

einbezogen wird. Hierbei wurde stillschweigend angenommen, daB
der 2u rekonstruierende Quader am Koordinatenursprung stand,
bevor er an den Ort der Aufnahme gebracht und projiziert wurde;



dies legt entsprechend die Wahl des Koordinatensystems und damit
die noch unbekannte Transformationsmatrix T fest, ohne jedoch die
Allgemeingiiltigkeit der Gesamtbetrachtung und die Richtigkeit des
Rekonstruktionsergebnisses zu beschrédnken.

Es 14Bt sich sofort erkennen, daB Gl.(4.33) eine Separation der
Punktematrix ET in eine bekannte Teilmatrix K? und in eine unbe-
kannte Teilmatrix U vornimmt und somit die vorhandene Information
iber die (hier: rechten) Winkel zwischen den Objektkanten nutzt,
was in Gl.(4.33b) gewissermaBen eine Rickfiihrung des Quaders auf
den Einheitswirfel als dessen einfachstes Primitivum bewirkt.

Sind mindestens 5% Punkte als einem Objekt mit bekannter Gestalt
zugehérig erkannt und Punkten eines solchen dreidimensionalen
Primitivums zugeordnet worden, so veradndert sich Gl.(4.17b) 2zu:

T gt -xT-u-1

P’
= H + K - Q. (4'34)

Die Matrix Q = U « T enthélt nun alle Unbekannten in der Form
~-vgl. Gl.(4.16a)-

Qll le Q13 1-Tl 1.T l-Tl

1 12 4
Q Q Q meT meT m.T

0 = 21 Q2 Q3| _ |™Tx 22 24 ol
Q37 Q33 3 neT,yy n+Ty, n+Ty, s,
Qa1 Q2 U3 Tar Taz Tyg

und kann nach derselben Methode wie T (Abschnitt 4.2.2) berechnet
werden.

Die gesuchten GrdBen 1, m und n kdnnen zunédchst aus der Matrix Q
nicht extrahiert werden. Anders verhilt es sich, wenn angenommen
wird, daB in der urspriinglichen Transformationsmatrix T keine

separaten Skalierungsfaktoren s sy, s, enthai¥en seien, was

xl



zwar die Allgemeingiltigkeit der folgenden Erwdgungen
einschrinkt, bezogen auf fotografische Aufnahmen jedoch lediglich
die Abwesenheit bzw. Vernachlissigbarkeit geometrischer Ver-
zerrungen impliziert, wovon ohnehin ausgegangen wird.

Bei einer genaueren Betrachtung der Struktur der nunmehr in Frage
kommenden Transformationsmatrizen kann folgendes konstatiert
werden:

Da das Produkt aller Transformationsmatrizen vor der Projektion
die Form (vgl. Abschnitt 4.1.3):

t11 T1p 5130
t.. t.. t.. 0
Tyee - 21 T2 a3 ol
tq) T3p £33 0
Ly T4o Tea l

-

1 o] o]
0 1 o
= o o0 k
[¢] 0 1

haben, gilt immer mit G1.(4.35):

-
Q) 92 U3 1oty 1ety, 1okety,

Q Q Q met., met,,. meket
Q = 21 22 23 = 21 22 23 . (4.37)

Q3; Q5 Q33 nety) nety, nekety,

Q1 Uz Ui th  tap 1PKeT,,

Wie bereits festgestellt wurde, ist die gesamte Information iber
die translatorische Transformation in der 1letzten Zeile von
Gl.(4.37) enthalten. Damit ist fir 1 = m =n = 1 die von den



ersten drei Zeilen gebildete Untermatrix von QO eine orthogonale
Matrix, weil sie nur aus Produkten von Rotationsmatrizen bestehen
kann, die ebenfalls orthogonal sind (vgl. Abschnitt 4.1.2), und
es gilt allgemein:

_ : _ -
S t11 t12 13 t11 21 3
010 | = |ty ty tys : t12 T3 B33
001 | ®a1 ®32 B33 | 13 23 %33 |
_ ) i -
Q3 Q2 U3 Q17 91
1 1 1l+k 1 n n
Q Q Q Q Q Q
- 21 922 3 . 12 32 Q3 Ty
m m mek 1l mn n
Q;; Q3; 933 Q3 Q3 23
n n n-+k i 1.k m+k n<k

Hierbei wurde stillschweigend ein evtl. zu beriicksichtigender,
einheitlicher Skalierungsfaktor den Faktoren 1, m, n zuge-
schlagen, was jedoch die Giultigkeit der folgenden Betrachtungen
nicht beschrénkt.

Aus der oben erl&iuterten Orthogonalit#tsbedingung und aus
Gl.(4.37) folgen unmittelbar 6 géziehu en fir die 9 Elemente der
betrachteten Untermatrix (die vkrbleiben n 3 Freiheitsgrade sind
die Rotationswinkel um die Hauptachsen):

Q..3 Q..2 Q. .2 Q,.°?
11,712 L 713 -3 bzw. 12 = Q + Q2 + =2 (4.39)
12 12 12k? 1 12 k2
Q0 25t %3’
21, 22 223 - ) pzw. m? = Q7 * Q7 t 23 (4.40)
m? m? m2k? k?
2
Q 2 Q 2 Q 2 2
31,732 733 _ ) paw. n? =Q..% 4 Q.2 + 33 (4.41)
n? n? nik? 3 32 k?



211791 |, %2%2 | 93°%; Lo %1% 929

=0 bzw.
l.m lom‘\ lem-k? k? —Q13'023
(4.42)
©21°9%1 | 2% 3%y 01 37%; * 2,09
l-n l.n len+k? k? —Q13.Q33
(4.43)
221°%1 | %22'%2  Q37%s 01 2370 * 9509
men m-n men-k? k? -Qy53°Q54
(4.44)

Die Gleichungen (4.39) bis (4.44) lassen sich zusammmenfassen zu:

v - Q= g, (4-453)
schematisch:
12
mz
n =
nz
1/k?
(1 0 0 -0. | [ .. |
13 11 *92
pay 2 2 2
0 1 0 -0, Q1 7+Q5;
0 0 1 -q.°2 Q..2+Q__2
L 33 31 193, - g o
0 0 0-0,;5:Q;, Q11792119 ,°05,
0 0 0-0,,:04, Q11°931%0; 5703,
[ 00 0 7Qp3-Q35 | | Q3979377059
Die Lésung im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate:
u = (.t .yT.g (4.46)



liefert die quadrierten Werte fir 1, m, n und 2z, = -1/k, wenn

mindestens 2wei der Q13, Q23, Q33 ungleich Null sind.

Sollen mehr als eine Lingen in derselben Hauptrichtung (etwa 11,
12 - vgl. D.Sondermann 1990) berticksichtigt werden, so kann dies
bei Vorhandensein hinreichend vieler Punkte geschehen, entweder,
indem die Rechnung mehrmals durchgefithrt wird, oder, indem die
Matrizen U und Q in Gl.(4.34) eine zus&dtzliche Zeile, KT eine zu-

sétzliche Spalte erhalten :

‘11 0 0,0-1

12 o 0 O

g’ = o m O O

0 0 n o

0 0o 0 1

- -

1 0 1 -1 1 L, m-n 1

Y 0 1 1-1 1 1 m-n 1 oS

K’ = : : = P° . (4.47)

Die Ermittlung von 11 und 1, erfolgt dann durch Division der
entsprechenden Zeilen von Q durcheinander und Mittelung.

Die bisher erdrterten Rekonstruktionsverfahren sind (in ihrer
iterativen sowie in der direkten Form) in ein hierzu erstelltes
Programmsystem (REKO - s. Anhang) integriert worden. Die Anwen-
dung des oben dargestellten Separationsverfahrens auf gie bereits
gezeigten Objekte ermdglichte den Aufbau der Grafik in Abb.4.2.1
aus einem der in Abb.2.1.3 vorgestellten Fotos. Anwendung der in
der Computer-Grafik gebrauchlichen Flachendefinitions- und
-verdeckungsalgorithmen (s. W.Seckelmann 1989) fihrte schlie8lich
zu dem in Abb.4.2.2 wiedergegebenen Grafik-Modell. Beide Modelle
sind gegeniiber den in Kap.2 vorgestellten, zweidimensionalen Vor-
lagen leicht korrigiert worden.

-
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Abb.4.2.1 Erstelltes Grafik-Modell

Abb.4.2.2 Aus einer Aufnahme rekonstruiertes Objekt





