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1.
E sei die Ebene durch die Punkte  (1,2,-1), (0,1,3) und (2,0,1),

g die Gerade durch die Punkte (0,0,1)  und  (2,3,-1).

(a)
Bestimmen Sie die Koordinatengleichung der Ebene E.

(b)
Bestimmen Sie den Durchstoßpunkt der Geraden g durch die Ebene E.


(a)
E: 2x + 2y + z = 5


(b)
g: x = (0,0,1) + λ(2,3,-2) = (2λ, 3λ, 1-2λ) in E einsetzen → λ=1/2 → S = (1,1.5,0)

2.
LGS

ax + (1-a)y = 1
(a)
Für welche a ( R ist das LGS eindeutig lösbar?

   

2x +      ay =  2
(b)
Berechnen Sie die Lösung mit der CRAMER-Regel.

(a)
Determinante des LGS D = a2 + 2a - 2 = 0 ↔ a1/2 = -1 ± √3



Das LGS ist also für alle a ≠ -1 ± √3 eindeutig lösbar.


(b)
Lösung (x,y) =  1/D (3a-2, 2a-2)

3.
f(x) = x3 - (a+1)x2 + 2ax + 1    (a ( R)

(a)
Wo hat f(x) waagerechte Tangenten?


(b)
Für welche a hat f(x) genau eine, zwei, drei oder keine waagerechte Tangente(n)?
                                                                                            ______

(a)
f'(x) = 3x2 - 2(a+1)x + 2a = 0 → x1/2 = 1/3 [a+1 ± √a2-4a+1 ];  Δ(a) := a2 - 4a + 1


(b)
Δ=0 ↔ a1/2 = 2 ± √3; damit ergeben sich folgende Fälle:


Δ=0
↔    a1/2 = 2 ± √3

↔ 1 waag. Tangente



Δ>0 ↔
a < 2-√3, a>2+√3
↔ 2 waag. Tangenten



Δ<0 ↔
2-√3 < a < 2+√3
↔ keine waag. Tangente



3 (oder mehr) waag. Tangenten sind nicht möglich.

                   ln2 x


(a)
Bestimmen Sie Definitionsbereich und Nullstellen von f
4.
f(x) =  ────


(b)
Berechnen Sie f' und f''    (weitestmöglich vereinfachen!)
                     x


(c)
Bestimmen Sie die Hoch- und Tiefpunkte von f






(d)
Berechnen Sie  lim f(x)  für x → 0 und x →∞







(e)
Skizzieren Sie die Funktion auf Basis von (a) - (d)


(f)
Zusatz: Wo hat f Wendepunkte?  (Tipp: geeignete Substitution; f''' nicht erforderlich!)



Die Lösung der Zusatzaufgabe ergibt 2 Extrapunkte.

(a)
D: x>0; die einzige Nullstelle ist x = 1.

                          2 ln x - ln2 x     ln x (2 - ln x)                   2(ln2 x - 3 ln x + 1)

(b)
f'(x) = ──────── = ────────  ;     f''(x) = ────────────
                                  x2                    x2                                        x3

(c)
f'(x) = 0 ↔ ln x (2 - ln x) = 0 ↔ x = 1 oder x = e2  (KfE)



f''(1) > 0 → f hat bei 1 ein Min mit f(1)=0;  f''(e2) < 0 → f hat bei e2 ein Max mit f(e2)=4/e2.


(d)
lim f(x) = ∞/0 = ∞;   lim f(x) = 0  (2x L'HOSPITAL)
               x→0                                          x→∞

(f)
Zusatz: f''(x)=0; setze z= ln x → z2-3z+1 = 0 → z1/2 = (3±√5)/2 → ×1/2= exp((3±√5)/2)  Wdp.

                     x3 - 6x2 + 11x - 6 

(a)
Bestimmen Sie Lücken, Pole und Nullstellen;  

5.
f(x) =  ─────────────

(b)
Lückengrenzwerte und Polverhalten.

 

    (x2 - 4x + 4) (x2 - 1)

(c)
Wie lautet die Asymptote?


(d)
Skizzieren Sie die Funktion auf Basis der Informationen (a) - (c).

(e)
Wo liegen nach der Skizze Extremwerte und Wendepunkte?

                         (x-1)(x-2)(x-3)     .        x-3


(a)
f(x) = ──────────  = ───────  → Nullst. x=3, Lücke x=1, Pole x= -1 und x=2.

                         (x-1)(x-2)2(x+1)       (x-2)(x+1)

(b)
lim f(x) = 1 ist der Lückengrenzwert; Polverhalten:  ↓-1↑,   ↑2↓
               x→1              

(c)
Die Asymptote ist die x-Achse, da Zählergrad < Nennergrad.


(e)
Nach der Skizze gibt es ein Min. mit -1 < xmin < 2, ein Max. mit xmax >  3;



einen Wendepkt. mit xW > xmax.

                                                        1                                3 ___                    ln3 x
6.
Stammfunktion von   f(x) =  ─────   ;   g(x) =  (x-2) √x+1  ;   h(x) =   ────
                                                  √(2x-1)5                                                         x

(a)
F(x) = -1/3 (2x-1) -3/2


Lineare Substitution z=2x-1; Potenzregel.


(b)
G(x) = 3/7 (x+1)7/3 - 9/4 (x+1)4/3 
Substit. z=x+1 → dx = dz, x=z-1


Eine alternative Lösung durch partielle Integration mit u = (x-2), v' = (x+1)1/3


führt auf die ebenfalls richtige Lösung



G(x) = 3/4 (x-2)(x+1)4/3 - 9/28 (x+1)7/3

(c)
H(x) = 1/4 ln4 x  



Substit. z = ln x; dx = x dz; Potenzregel.
                                                                                      x2 + 3x + 2          

7.
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von   f(x) =  ──────────  


                                                                    (x2 + x - 2)(x2+1)

                    (x+1)(x+2)       .       x+1            a      bx + c


f(x) = ────────── = ─────── = ── + ────  
→  
                 (x-1)(x+2)(x2+1)    (x-1)(x2+1)     x-1     x2 + 1


x+1 = a(x2+1) + (bx+c)(x-1)

x=1

2=2a 

→ a=1
  
x=0

1=1-c

→ c=0
  
KV(x2)
0 = a+b 

→ b=-1. 

Durch Integration der Partialsummen ergibt sich  F(x) = ln |x-1| - 1/2 ln(x2+1)

Folgende Hinweise bitte unbedingt zuerst durchlesen und beachten:
   *  Arbeitszeit 90 Minuten; Aufgabenblatt bitte sofort in großer DRUCKSCHRIFT ausfüllen

   *  alle abzugebenden Blätter sind mit Ihrem Namen zu kennzeichnen

   *  für jede Aufgabe bitte ein neues Blatt beginnen

   *  Lösungen gelten nur, wenn alle  Zwischenschritte erkennbar sind
   *  es sind keine Taschenrechner erlaubt; Ergebnisse möglichst vereinfachen
   *  ein selbsterstelltes Blatt mit Formeln ist zulässig, keine weiteren Hilfsmittel

   *  Abgabe: Aufgabenblatt, Aufgaben in richtiger Folge 1,2,3..., keine Klammerheftung
	Aufgabe
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	
	(

	Punkte
	4
	3
	4
	8
	7
	5
	5
	
	36

	erreicht

	
	
	
	
	
	
	
	
	


