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1.
f(x,y) =  3x2y + 2xy2 - 4xy + 1 

(a)
Bestimmen Sie die Tangentialebene von f  im Punkt  (1, 1)  in Koordinatenform.


z = 2 + 4 (x-1) + 3 (y-1)  →  TE: 4x + 3y - z = 5


(b)
In welchen Punkten hat f eine horizontale Tangentialebene?


y (3x +   y -2) = 0

x=0 →
y(y-2)   =0 → y=0 oder y=2    →  Punkte (0,0), (0,2)



x (3x + 4y -4) = 0

y=0 →
x(3x-4) =0 → x=0 oder x=4/3 →  Punkte (0,0), (4/3,0)



x,y ≠ 0 →  LGS
3x + y   = 2
→ x = 4/9, y = 2/3 

→ Punkt (4/9, 2/3)







3x + 4y = 4



Insgesamt hat f(x,y) in den vier Punkten (0,0), (0,2), (4/3, 0) und (4/9, 2/3) eine



horizontale (waagerechte) Tangentialebene. Diese Punkte sind also KfE.

2.
F = (x2yz, x - 2y, e2x - yz)  ist ein Vektorfeld.

Berechnen Sie  k ∫F  für den Weg k(t) = (t, t2, 1-t),  t ( [0,1].



F(k(t)) · k'(t) = (t4 - t5, t - 2t2, e2t - t2 + t3) · (1, 2t, -1) = -t5 + t4 - 5t3 + 3t2 - e2t  →



k ∫F =   ∫ F(k(t)) · k'(t) dt  =  17/60  -  0.5 e2    (Integration nach t auf [0,1])

3.
A sei das durch die Funktionen  f(x) = ln (x+1)  und  g(x) = cos x  und die  x-Achse 


eingeschlossene endliche Flächenstück (Skizze!). Berechnen Sie den Umfang von A

durch SIMPSON mit n=20  (9 Nachkommastellen, Fehlerschätzung nicht erforderlich).


Der Schnittpunkt von  ln(x+1)  und  cos x  ist bei  a = 0.884 510 616  (NEWTON)
                                          _______



Bogenlänge = ∫  √ 1 + (y')2 dx ;   (ln (x+1))' = 1/(x+1);  cos' x = sinx. 

      

Der Umfang setzt sich aus drei Teilstücken zusammen (siehe Skizze):



(1)
Bogen von y = ln(x+1) auf [0,a]     = 1.092 107 189   (SIMPSON n=20)



(2)
Bogen von y = cos x   auf [a,π/2]  = 0.934 730 819   (SIMPSON n=20)



(3)
Intervall [0,π/2] auf der x-Achse   =  1.570 796 327



Als Summe ergibt sich U = 3.597 634 335

4.
DGL
ey (x2+1) y' = 2x  mit  y(0) = 1 .   

(a)
Lösen Sie die DGL exakt. Was ist y(1) ?


ey dy = 2x/ (x2+1) dx
→
ey = ln(x2+1) + c
→
y = ln(ln(x2+1) + c)  allg. Lösg.



e1 = ln(0+1) + c
→
c = e, also spez. Lösung   y = ln(ln(x2+1) + e) 



Damit ist y(1) = ln(ln(2) + e) = 1.227 131 268


(b)
Geben Sie für y(1) eine Näherung mittels RUNGE-KUTTA mit n=8 und 


vergleichen Sie den geschätzten Fehler mit dem wahren Fehler.


RUNGE-KUTTA mit y' = f(x,y) = 2x / (ey (x2+1)), Aufruf: runge (0,1,1,n) = Rn


R8 = 1.227 131 709
→
Δ8 = (R8 - R4)/15  = - 4.74 x 10-7  (geschätzter Fehler)



R4 = 1.227 138 826

Δ8-exakt = y(1) - R8 = - 4.41 x 10-7  (wahrer Fehler)

5.
Das charakteristische Polynom einer linearen DGL mit konst. Koeffizienten lautet


P(λ) = λ(λ-1)(λ2 - (a+1)). Bestimmen Sie die homogene Lösung für a = 0, 1, -1 und -2. 

                                                          ___


Aus P(λ) folgt:   λ = 0, 1, ±√a+1


a=0

λ=0,1,1,-1
→
yh = c1 + c2 ex + c3 xex + c4 e-x
                                                                                                 _                      _


a=1

λ=0,1,±√2
→
yh = c1 + c2 ex + c3  exp(√2 x) + c4 exp(-√2 x)



a=-1

λ=0,1,0,0
→
yh = c1 + c2 x  + c3 x2 + c4 ex


a=-2

λ=0,1,±j

→
yh = c1 + c2 ex + c3  cos x + c4 sin x
6.
Die Nullstellen des charakt. Polynoms einer linearen DGL mit konst. Koeffizienten sind


λ = 0, 2 und ±2j. Wie lautet der Ansatz für eine spezielle inhomogene Lösung bei der 


Störfunktion r(x) = 2x2 - 5 + 3e2x - 4cos(2x) + sin(x)?


——————————————————————————————
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Also: ys = Ax3 + Bx2 + Cx + D x e2x + E x cos(2x) + F x sin(2x) + G cos x + H sin x

7. 
W: heißt  "Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ..."

(a)
In einer Urne sind 11 Kugeln, davon sind 6 rot.


W: bei 4maligem Ziehen mit Zurücklegen werden exakt 2 rote gezogen. (ohne Programm) 



X = Anzahl roter gezogener Kugeln ist  B(n=4, θ=6/11) - verteilt.



Sei b(n,k) der Binomialkoeffizient "n über k". Dann gilt:


p(X=2) = b(4,2) (6/11)2 (5/11)2 = 36.88 %


(b)
Beim regulären Doppelwürfelexperiment wird 100 mal gewürfelt.


W: mindestens 38 mal, höchstens 44 mal ist die Augensumme eine Primzahl.


Beim regulären Doppelwürfel ist die W "die Augensumme ist prim" = θ = 15/36.



(Mögliche prime Augensummen sind 2, 3, 5, 7 und 11; sie kommen 1, 2, 4, 6 bzw 2 mal vor,



von den 36 möglichen Fällen also 15 mal.)



X = Anz. der primzahligen Augensummen bei 100x Würfeln ist B(n=100, θ=15/36) - verteilt.



p(38 ≤ X ≤ 44) = binv(n=100, θ=15/36, k1=38, k2=44) = 51.89 %


(c)
10.3 % der Landesbevölkerung besitzen einen Flachbildschirm (FBS).



W: in einer Stichprobe von 10 000 sind mind. 1000, höchstens 1050 Besitzer eines FBS.


X = Anzahl der FBS in der Stichprobe ist B(n=10000, θ=0.103) - verteilt.



n ist zu groß für die Berechnung mittels Binomialverteilung.



Der Übergang zur Normalverteilung ist problemlos, da  nθ(1-θ) = 923.91 >> 9 ist.



X kann also durch eine geeignete NV-verteilte stetige Zufallsgröße Y ersetzt werden.
                                                                     ______



Y ist dann NV(µ = nθ = 1030, σ = √nθ(1-θ)  =  30.395888) - verteilt.



Die Stetigkeitskorrektur ist zu beachten. Es gilt also:



p(1000 ≤ X ≤ 1050) ≈ p(999.5 ≤ Y ≤ 1050.5) = norv(µ,σ,999.5, 1050.5) = 59.215 %



[Bem.: Ohne Stetigkeitskorrektur ergäbe sich der deutlich abweichende Wert 58,29 % ]
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