Ubungsblatt 6 - Musterlosung

TH Mittelhessen, Mathematik 2 fiir EI, Prof. Dr. B. Just

Aufgabe 1

a.)
F(z,y) = (zy,2%y*) = (Fi(z,y), Fa(z,y))
Wenn F(x,y) ein Potentialfeld ist, so gibt es eine Potentialfunktion ®(x,y) mit:

/Fl(z,y) drx = ®(x,y) und
[ Fatow) dy = e(a.0)
also:
z2y
O(x,y) = /xy dx = Yy + const(y) und

_ 2,2 _ z?y?
O(x,y) = [ x°y* dy = 3 + const(x).

Eine solche Potentialfunktion gibt es aber nicht. Denn sonst wire

2 2,3
% + const(y) = i 3y + const(x),

was nicht der Fall ist, denn fiir alle fiir # bzw. y konstanten Funktionen const(y) bzw. const(x)
ist

2 2,3
% Y # const(x) — const(y).

3

F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(2,y)) = (cos(z) - €¥ - y,sin(x) - e¥ - (1 +y)).
Wenn F(z,y) ein Potentialfeld ist, so gibt es eine Potentialfunktion ®(x,y) mit:

/Fl(x,y) de = ®(z,y) und
/Fz(:v,y) dy = ®(z,y).
also:
B(z,y) = / cos(z) - ¢V -y dz = sin(z) - ¥ -y + const(y) und
B(z, y) = / sin(z) - ¥ - (1 +y) dy = sin(z) - ¥ - y + const(z).

(Im zweiten Integral wurde benutzt [e¥ - (1 +y) dy = e¥ - y + ¢, erhalten durch TI, Matlab, einen
Online-Integrator oder partielle Integration).

Mit ®(z,y) = sin(z) - e¥ - y ist grad( ®) = F, also ist F' ein Gradientenfeld.



c.)
F(Z‘,y, Z) = Fl(xaya Z) ) Fg(.’II, Y, Z) ’ Fg(l‘,y, Z)) = (y3Z4 ) 3$y22’4 +3 ) 4xy323 + 2)
Wenn F(z,y, z) ein Potentialfeld ist, so gibt es eine Potentialfunktion ®(z,y, z) mit:

/Fl(x,y,z) dx = ®(x,y,2z) und
/Fg(ﬂ:,y,z) dy = ®(z,y,z) und
/Fg(os,y,z) dz = 0(x,y, 2).
Also:
O(x,y,2) = /y324 dx = zy®2* + const(y, 2)
O(z,y,2) = /(3xy2z4 +3) dy = zy®z* + 3y + const(z, 2)

O(z,y,2) = /(4xy3z3 +2) dz = xy®2* + 22 + const(x, ).

Mit ®(z,y,2) = xy>2? + 3y + 22 ist grad( ®) = F, also ist F ein Gradientenfeld.

Aufgabe 2
a.)

O(z,y,2) =22 -y+e*-z
Zugehoriges Kraftfeld F = (Fi(z,y,2) , Fa(z,y,2) , F3(x,y,2))

erfiillt:

=92, =9, F3=92 also
Fi(z,y,2) =2zy+€* -z

Fy(x,y,2) =22

Fi(z,y,2) = €”

b.) Der gradlinige Weg von (0,0, 0) nach (1,2,4) ist die Kurve C, parametrisiert durch
r:[0,1] > R, () = (x(¢),y(¢), 2(t)) = (¢, 2t,4t)
Die Arbeit ist somit

JFdr= fl F(r(t))-7(t) dt
C =0

t

(2-t-2t+et-4t,t% el) - (1,2,4) dt

(42 + 4te! + 2t2 + 4et) dt

Il
o O . O .

(6t2 + 4et + 4tet) dt
= [263 + de! + det(t — 1)])iZ}
=2+4de—4+4=2+4e~12,87

Aufgabe 3
Hier gibt es keine Musterlésung ©.



Aufgabe 4
a.)

F(a,y,2) = (2%, y + 2 sin(2))
r(t) = (,2t, 3t)
= 7(t) = (1,2,3),1 =[0,1]

/CF dr:/o (2,2t + 3t,sin(30)) - (1,2,3)) at

1
= / (t* + 10t + 3sin(3t)) dt
0

Q

7.323 (mittels Taschenrechner)

ii)
F(x,y,2) = (xQ, Y+ z, sin(z))

t-m

3

Yoo temee Vi, 3V 7 - cos(
/CF dr:/o (sin (557 (4250, sin (320) - (5
t 3Vt 3Vt

Yoo teme t-my, w .
= [ (s (G eos (5 G g oy w5

~ 8.3233

iii)

)y 1
)’5’4

4%/%) dt

NG

)dt

Voriiberlegung: F(x,y,z) = (cos(x) -y - z, sin(z) - 2z, sin(x) - y) ist ein Gradientenfeld mit

Potentialfunktion ¢(x,y, z) = sin(z) - y - 2.

Daher muss fiir jedes Arbeitsintegral langs eines Weges C' von (0,0, 0) nach (1,2, 3) gelten:

/C F dr = 6((1,2,3)) - 6((0,0,0))

=sin(1)-2-3 —sin(0)-0-0
— 6-sin(1) ~ 5.0488

Explizites Ausrechnen liefert fiir den Weg r(t) = (¢, 2t,3t) = 7(¢t) = (1,2,3), I =[0,1]

1
/C Fdr= /0 ((cos(t) -2t - 3¢, sin(t) - 3¢, sin(t) - 2t) - (1,

2,3)) dt

:/1 (cos(t)-2t-3t+6 sin(t)-t+6 sin(t)-t) dt
0

1
:/ (6cos(t) - t* + 12sin(t) - t) dt
0
~ 5.0488

iv)
Gemafsder Voriiberlegung aus 3.) ist das Wegintegral ebenfalls ~ 5.0488...



b)
Bei der Funktion aus i.) und ii.) handelt es sich nicht um ein Gradientenfeld.
Arbeitsintegrale sind daher wegunabhéngig.

Bei der Funktion F' aus iii.) und iv.) handelt es sich um ein Gradientenfeld:
F(z,y,2) = grad ¢(w,y,2) = (52, 52, 52) fiir ¢(z,y,2) = sin(z) -y - 2.

Arbeitsintegrale hingen daher nur von Start und Endpunkt eines Weges ab, nicht vom Weg selbst.

Aufgabe 5

Der Weg wird parametrisiert durch s : [0; 0,1] — R3,  s(¢) = (0; 0; ¢). Damit ist $(¢) = (0; 0; 1),
und man erhélt:

0,1
/F ds :t_/o F(s(t)) - 5(t) dt
0,1

:/®*BW@VWMt
t=0

=/wwﬂm4&mm¢mw@mnm
t=0
0,1

= /(O; 0; 29 —10-t-g)-(0; 0; 1) dt
t=0
0,1

- /(2~g—10-t-g) dt
t=0
=g-[2t—10-2/2])" =g-[0,2—10-(0,1)?/2] = g -0, 15.

Fiir g = 9,80665 erhélt man [ F ds ~ 1,471 o.



Aufgabe 6
Vorarbeit: Wie sehen die Kurve C, die Flache A und der Wiirfel E aus?

EY
K A
3 1 - A%
~ 1 5
- . - - —O’—/:-l- e Sy - c R,
] A 0 o |
L1 - |
Wit C ¥ Lok, A AL ,-;_,_Lc E
L2=0) (x=0)

a.) Weglingen von Kurven werden mittels einem Kurvenintegral erster Art, mit der konstanten Funk-
tion 1 als Argument, gelost:

to
Weglinge = /dr: / |7(¢)| dt.

C t=t,

Hier ist r(¢) = (¢, sint, 0), also 7(¢t) = (1, cost, 0) und damit
[7(t)| = /1 + (cost)?.

Man erhélt:
to 2
Weglange = /dr = / |7(t)| dt :/\/1 + (cost)? dt ~ 7,64 (Taschenrechner)
c t=t,, 0

b.) Grofen von Fliachen, die man gut “scannen” kann, werden mittels einem Mehrfachintegral (genauer:
einem Doppelintegral), mit der konstanten Funktion 1 als Argument, gelost:

To Yo
Fliiche = ﬂ dA = / / 1 dy dz
(A) B

Man erhalt hier:
To=7/2 y,=coszx

Fléche = / / 1 dy dz

Ty=—7/2 Yu=—COST
To=T/2 To=m/2
= [y]zozsf cosy AT = / 2cosx dx
Ty=—7/2 Ty=—1/2
= [2sinx];rf_ﬂ/2 =924 9 =4,

c.) Ok, das Volumen des Wiirfels ist offensichtlich 1.
Will man Integrale anwenden, ginge man wie folgt vor:
Volumina von Koérpern, die man gut “scannen” kann, werden mittels einem Mehrfachintegral (ge-
nauer: einem Dreifachintegral), mit der konstanten Funktion 1 als Argument, gelost:

To

Yo Zo
Volumen = ff dA = / / / 1dz dy dx
(4)

T=Ty Y=Yu 2=2y



Man erhélt hier:

Volumen =

:Ils\H
—_
ISH
N
Q
Ny
Q
8

8

<
g\»—‘ <”3\H
) N
o=

8
<

I
I I T—

8

=
O
QU
S
Il
%\H
—
QU
S
Il
5}
S
Il
—_

8

d.) Da es sich um bei f um ein Skalarfeld handelt, muss das Kurvenintegral erster Art berechnet

werden:
/ fdr= / 1) - )] dt.
t=t,
Hier ist r(¢) = (¢, sint, 0), also 7(¢t) = (1, cost, 0) und damit
[7(t)| = /1 + (cost)?.
Man erhélt:
/f dr = / f(r (t)| dt

/f ((t, sint, 0)))-|(1, cost, 0)| dt

/t sint-+/1+ (cost)? dt ~ —7,21179.... (Taschenrechner)

0

Negatives Ergebnis? Ja, denn f ist im ersten Bogen der Sinus-Kurve positiv. Im zweiten Bogen,
der genauso lang ist und genauso schnell durchlaufen wird, ist f negativ und von gréfserem Betrag
als im ersten Bogen.

e.) Die an einem Objekt geleistete Arbeit wihrend der Bewegung im Kraftfeld F' auf einer Kurve wird
mit einem Kurvenintegral zweiter Art gelost:

/ Fdr— ] F(r(t)) - i(t) dt.
C t=ty

Hier bezeichnet “ das Skalarprodukt. Aufierdem ist wieder r(t) = (¢, sint, 0), also 7(t) =
(1, cost, 0) und damit |7(t)] = /1 + (cost)?.

Man erhélt:

/Fdr—/F ) dt
t=t,

= /F((t, sint, 0)) - (1, cost, 0) dt

t=0
2m 2

= /(tsint, e', 0)- (1, cost, 0) dtz/(tsint—i— el cost) dt ~ 260,96... (TI)
0 0



f.) Es gibt eine physikalische und eine mathematische Erklarung:

Physikalische Erklarung: Arbeit = Kraft - Weg. Kréfte sind Vektoren, keine Skalare - daher
kann nur ein Vektorfeld, nicht ein Skalarfeld, Arbeit an einem Teilchen verrichten.

Mathematische Erklarung: Die Arbeit wird mit einem Kurvenintegral zweiter Art ausgerechnet.
Deren Integrand ist das Skalarprodukt des Feldes mit 7(¢). Das Skalarprodukt kann nur zwischen
zwei Vektoren gebildet werden, also nicht in einem Skalarfeld.

g.) Durchfliisse durch Flichen, die man gut “scannen” kann, werden mittels einem Oberflichenintegral
gelost. Die Integralgrenzen werden dabei so bestimmt, dass die Flache gescannt wird. Der Integrand
an einem Punkt ist das Skalarprodukt aus der Flussdichte an dem Punkt mit dem Normalenvektor
auf die Fliche an dem Punkt:

Durchfluss = ij dA = JfF(x,y, z) - N(x,y,z) dA
(4) (A)

Hier liegt die Fliche A komplett in der xy—Ebene, ist der Normalenvektor auf die Fliche ist
also tiberall (0,0,1). Man erhélt:

To=m/2 y,=cosz
Durchfluss = / / F(z, y,0)-(0,0,1) dy dzx
Ly=—7/2 Yu=—COST
To=7/2 yo=coszx
= / / 0dy dx=0.
Ty=—7/2Yu=—COST

Kein Durchfluss? Ja, denn F' hat fiir z = 0 die Gestalt F(z,y,2) = (zy, €*, 0), also keinen
Anteil, der senkrecht auf der xy—Ebene steht.

h.) Massen von Kérpern mit gegebener Massedichte f, werden mittels einem Mehrfachintegral (genauer:
einem Dreifachintegral), mit der Massedichte als Argument, gelost:

Zo Yo

Gesamtmasst = ff dA = / / / flx,y,2) dz dy dx
(4)

T=Ty Y=Yu 2=2u

Man erhélt hier:

111 11 1
Gesamtmasse = / / / f(z,y,2) dz dy dz = / / /(xy +2) dz dy dx
z=0y=02=0 x=0y=02=0

1 1

h 221" 1
= / [xyz + ] dy dx = / (xy + ) dy dx
J ) 2

=0 y=0

21 ' L1
= _— — X = — —_ =
=0 4 2

i.) Es gibt eine physikalische und eine mathematische Erklirung:

Physikalische Erklarung: Eine Massedichte ist eine Zahl, kein Vektor.

Mathematische Erklérung: Bei einem Mehrfachintegral muss der Integrand ein Skalarfeld, kein
Vektorfeld sein. Auch ein Oberflachenintegral kann man iiber einen Wiirfel nicht berechnen, da
es keine Normalenvektoren auf einem dreidimensionalen Objekt in einem dreidimensionalen Raum
gibt.



