Ubungsblatt 2

Technische Hochschule Mittelhessen, Fachbereich MNI, Prof. Dr. B. Just, Dr. R. Euler
Kategorientheorie fiir Informatiker

Aufgabe 1

Bitte zeigen Sie, dass in einer Kategorie
a.) die initialen Objekte

b.) die terminalen Objekte untereinander isomorph sind.

Aufgabe 2
Ein Morphismus f : B — C einer Kategorie heifst

1. Monomorphismus oder monic, wenn er fiir jedes Paar von Morphismen g,h: A - B
die folgende Kiirzungseigenschaft besitzt: Ist f o g = f o h, so folgt g = h.

2. Epimorphismus oder epic, wenn er fiir jedes Paar von Morphismen g,h: C — D
die folgende Kiirzungseigenschaft besitzt: Ist go f = h o f, so folgt g = h.

a.) Bitte zeigen Sie, dass es zwischen je zwei Objekten E und F' der Kategorie hchstens einen
Pfeil s : E — F geben kann, wenn entweder

1. alle Pfeile, die auf das terminale Objekt zeigen, monic sind oder

2. alle Pfeile, die vom initialen Objekt abgehen, epic sind.

b.) Bitte zeigen Sie, dass ein Isomorphismus sowohl monic als auch epic ist.

Aufgabe 3

In dem folgenden Wiirfeldiagramm sei bis auf die Vorderflache bekannt, dass alle anderen
Fléachen kommutieren.
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aus M. Brandenburg, Einf. in die Kategorientheorie

Zusétzlich sei f : C — A ein Isomorphismus. Zeigen Sie, dass dann auch die Vorderfliche
kommutiert. (Verwenden Sie dazu eine der Kiirzungseigenschaften aus Aufgabe 2 b.)

Auf der Riickseite kommen noch weitere Aufgaben.



Aufgabe 4
Bitte zeigen Sie, dass in der Kategorie Mon das triviale Monoid ({e}, o) sowohl ein initiales
als auch terminales Objekt und damit ein Nullobjekt ist.

Zusatzaufgabe

Eine Gruppe (G, o) ist ein spezielles Monoid. Es existiert fiir jedes ¢ € G ein inverses

Gruppenelement ¢! € G mit gog ' =cund gl og =ce.
Fiir jedes h € G sei ein Pfeil wie folgt definiert: h*: G — G, g+ hogoh L.

a.) Bitte zeigen Sie, dass die gegebene Gruppe als Objekt zusammen mit den so definierten
Pfeilen eine 1-Objekt Kategorie darstellt. Beachte: Es gilt (hg o hy)~! = h1_1 o h;l fiir alle
hi,he € G.

b.) Bitte zeigen Sie, dass jeder Pfeil ein Isomorphismus ist.

c.) Bitte zeigen Sie, dass fiir kommutative Gruppen (andere Bezeichnung: abelsche Gruppen),
der Identititspfeil idg = e* der einzige [somorphismus in dieser Kategorie ist.

Hinweis: Fiir abelsche Gruppen gilt: a o b = bo a fiir alle a,b € G.

Viel Spafs und Erfolg!



