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Aufgabe 1

Die Monadengesetze der Kategorientheorie werden in Wikipedia unter Monade (Kategori-
entheorie) wie folgt erklért:

o o T = pouT, d h. das folgende Diagramm kommutiert:

Tu

T ——=T

e ponT = poTn=1,d. h. das folgende Diagramm kommutiert:
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Bitte erldutern Sie die Gesetze, und schauen Sie dabei so wenig wie moglich in Ihre Unter-
lagen :).

Aufgabe 2

In dieser Aufgabe wird sich herausstellen, dass das Aufrunden von reellen Zahlen eine
Monade ist (genauso auch das Abrunden und das kaufméannische Runden, die werden hier
allerdings nicht betrachtet).

Betrachtet wird die Kategorie AR, deren Objekte die reellen Zahlen sind, und fiir die von
jeder Zahl z zu jeder Zahl y der Pfeil y — x : ¢ — y fiihrt. y — « wird dabei als reelle
Zahl geschrieben, es gibt also von einem Objekt zu einem anderen stets genau einen Pfeil.
(Wer mochte, iiberlegt sich, dass es sich um eine Kategorie handelt, mit der Komposition

(z=yo(y—z)=(z—-y)+(y—2)=2—1).

Der Aufrunden-Funktor [.| : AR — AR ordnet jeder reellen Zahl = die néchstgrofere (oder
gleichgrofe, wenn x bereits ganzzahlig ist) Zahl [x] zu, und jedem Pfeil y — x den Pfeil
[y] — [x]. (Wer mochte, tiberlegt sich, dass es sich um einen Funktor handelt.)

Bitte iiberlegen Sie, mit welchen Transformationen 1 und p der Aufrunden-Funktor zu
einer Monade wird, und begriinden Sie die Monadengesetze.

.. auf der Riickseite geht es weiter :)



Aufgabe 3

Betrachtet wird der Powerset-Funktor P : FSet — FSet. Er ordnet bekanntlich einer
endlichen Menge X ihre Potenzmenge P(X) zu, und er ordnet dem Pfeil (also der Funktion)
f: X — Y den Pfeil (also die Funktion) Pf : P(X) — P(Y) zu, wobei Pf der Teilmenge
E C X die Teilmenge f(E) C Y zuordnet. Diese besteht aus den Bildern der Elemente
von E.

n : Id = P enthilt fiir jede endliche Menge X die Abbildung nx : X — P(X), welche
jedem x € X die Menge {z} € P(X) zuordnet.

p: P2 = P enthilt fiir jede endliche Menge X die Abbildung py : P(P(X)) — P(X),

welche jeder Menge Z = {F, ..., E;} € P(P(X)) die Vereinigungsmenge ihrer Elemente
1e Ja Mengen sind) zuordnet:

die ja Mengen sind) zuord

ux(Z)=E UEU...UE,; € P(X)

Bitte iiberzeugen Sie sich, dass (P,n, 1) ist eine Monade in FSet ist. Dazu:

Bitte fertigen Sie eine Zeichnung an, die zunéichst die Mengen X, P(X), P(P(X)) und
P(P(P(X))) enthélt, sowie Elemente E = {z1,...,2p} € P(X),Z ={E\,...,E;} € P(P(X))
und D = {7y, ..., Z, }inP(P(P(X))).

Fiigen Sie der Zeichnung dann Pfeile np(x), an, HpP(P(X))) MP(P(P(X))) und P,up(p(X))) zu,
an denen auch steht, wohin die jeweiligen Inputs E, Z und D abgebildet werden.

Zeigen Sie ,up(p(X)) o nP(X)(E) =F
(damit ist eines der Monadengesetze bewiesen).

Zeigen Sie upp(xy o Pnx(E) =FE
(damit ist das néachste Monadengesetz bewiesen).

Uberzeugen Sie sich von

KP(P(X)) © KP(P(P(X))) = HP(P(X)) © PLP(P(X)

am Beispiel der Menge

D ={ {{z1,z2},{ws, v}, {z1}} , {{z1, 23, w4}, {ze, 27}, {21, 22}, {{we, 27}, {ws}} }

(damit ist das dritte Monadengesetz am Beispiel verifiziert).

Viel Spafi und Erfolg!



