Ubungsblatt 2 - Musterlosung

Technische Hochschule Mittelhessen, FB MNI, Lineare Algebra fiir Informatiker, Prof. Dr. B. Just

Aufgabe 1
a.  (1,3,4,7,5)-(2,4,-3,-2,—1) =
b. (a,—b,c,—d) - (—¢,—b,a, %) =
c. |(4,3,2,—1,-5)| =
d. Bitte denken Sie sich selbst Rechenaufgaben mit Skalarprodukt und Norm aus, auch mit
Variablen, bis es Thnen langweilig wird :).

Loésung Aufgabe 1
a.) (1,3,4,7,5)-(2,4,-3,-2,-1)=(1-2)+(3-4)+4-(=3)+(7-(-2))+ (5- (-1)) = —17

b.) (a,=b,e,—d) - (—c,—b,a, é) =—ac+b+ac—1=b-1
c.) (4,3,2,—1,=5)| = \/42 + 32 + 22 + (—1)2 + (=5)2 = /55 ~ 7,416
d.) Hier gibt es keine Musterlosung :).

Aufgabe 2

Bitte beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir das Skalarprodukt:
Seien © = (z1,...,%n), Yy= (Y1, Un), 2= (21,...,2,) ER* und A\, u € R.
Dann gilt:

i)z -(y+2)=z-y+x-z

)
) Ax) - (pey)=Ape(z-y)
)

ii.
iii.) 0-x=0
iv)z-y=y-x

Wenn Sie keine Idee haben, iiberlegen Sie sich zunéchst Zahlenbeispiele :-).

Losung Aufgabe 2
Beweise:

i) z-(y+2)
=z1-(+2)+. .+ a0 (Yn+20)
=T Y1 +x1-21+ .-+ T Yn T T 2p
=z y1+...+Tp Yo +21-21+...+ Ty - 2, (durch umsortieren)

i) (A-x)-(pn-y)
=ANTrcpYrt e AT o Yn

=S ha e
i=1
i=1
=Xp-(T1-y1+...+Tn- Yn)
=Ap-(z-y)
0 T1
ii.) (0,...,0)-z=0=|:|-[:]|=024...40-2,=0
0 Ty

iv.) -y
=T Y1 +...+Tn Yn
=y1-T1+ ...+ Yo Tp dax; -y =y - 2; € R (Kommutativgesetz)
:y~x



Aufgabe 3

Gesucht ist ein Vielfaches des Vektors = (3,1,4,5,1,8,2,1), das die Norm 1 hat.
(Ein Einheitsvektor in Richtung x.)

Loésung Aufgabe 3

Wir benutzen die Tatsache, dass fiir jeden Vektor x € R™ gilt: |ﬁ| = 1. Damit erhalten wir:

r=(3,1,4,51,8,2,1)
2| = /32 + 12+ 42+ 52 + 12+ 82 +22 + 12 =121 = 11

1 31 45 1 8 2 1
D hte Vektor ist — @ = | —, —, —, —, —, —, — —
er gesuchte Vektor ist 77 - (11’11’ 1010110 11 11)

Aufgabe 4

Es seien z,y € R™. Bitte rechnen Sie nach, indem Sie die Definition von Norm und Skalarprodukt
einsetzen: |z +y|?> = [2[?+2 -2 -y + |y|?

Leichtere Alternative:

Es seien z,y € R7. Bitte rechnen Sie nach: |z +y|> = |z|> + 2 -2 -y + |y|?

Losung Aufgabe 4
Nach Definition von Skalarprodukt und Norm gilt:

n
TY=T YA T Yo = DT Y
i=1
n
|x|2:x12+...+xn2:2xi2
i=1

n
WP =y 4 = >
=1

Damit erhélt man:

le+yl? = (1 +y1)? + .+ (20 +yn)?
=22 422+l H AT 2 T Yn + Yn
=242 (@ e A T Y)Y
=z +2-z-y+|y? q.e.d.

Aufgabe 5

a. Bitte berechnen Sie die orthogonale Zerlegung von y = (2,3,1,1,5,0) lings
x=(1,-1,2,-2,1,-1)

b. Bitte berechnen Sie die orthogonale Zerlegung von y = (—4,-5,—13,-7,1) ldngs
x=(3,2,2,4,2)

c. Es seien z,y € R und y = y?*" 4 y**"* die orthogonale Zerlegung von y lings z. Weiter sei
A € R. Bitte berechnen Sei die orthogonale Zerlegung von A -y ldngs x.

Loésung Aufgabe 5

Teil a.
Allgemein gilt



Einsetzen und ausrechnen liefert fiir x = (1,—1,2,—2,1,—1) und y = (2,3,1,1,5,0)

2|2 = (m)Q:m
r-y=2+(-3)+2+(-2)+5=4

1 1 12 21 1
:7'(15_172a_2717_1): o) 9ra’ a’ad o
3 333 33 3

51015 14 1
senk _ , _ ,par _ [ £ - - - =
y y y (3) 3 ) 37 37 3 ) 3>

Probe, ob y*"* tatsichlich auf = senkrecht steht:

510 1 5 14 1 1
senk
. =(1,-1,2,-2,1,-1)- | =, —, =, =, —, = =—--(5—-1 2—-1 14—-1)=0.
-y (’ y Pl )(35333;373,3> 3(5 O+ 0+ ) 0
Teil b.
Mit den Berechnungsformeln aus Teil a. erhélt man fiir x = (3,2,2,4,2) und y = (—4,—-5,-13,-7,1):
2

2|2 = (\/37) =37

r-y=—12+4(-10) + (=26) + (-28) +2 = —74

par LY i —74 -

YT R YT et

ypar = _2 : (37 27 2a 4v 2) = (_6a _47 _4a _87 _4)
yrrE =y — P = (—4,-5,-13,-7,1) — (—6,—4,—4,-8,-4) = (2,-1,-9,1,5)

Probe, ob y*"F tatsiichlich auf x senkrecht steht:
z -yt =(3,2,2,4,2) - (2,-1,-9,1,5) =6 -2 — 18 + 4+ 10 = 0.

Teil c.
Mit, den Berechnungsformeln aus Teil a. , angewandt x und A - y erhélt man:

in'()\'%‘) /\'Zﬂﬁi'yz‘
. i=1

(A-y)paT:W~$= =1 2] T = ]2 T
= Ay =X-yP"  und
Ay ™ = y) = (P A) = (A-y) = (A7)
= (A y)senk = ). yenk
Die orthogonale Zerlegung von A -y langs x ist also:
(A y)Po" = X - yP4" und
(- y)senk = ) . ysenk,
Aufgabe 6
a. Im R” ist die Raumdiagonale des (n-dimensionalen) Einheitswiirfels der Vektor, bei dem jede

Komponente eine 1 ist. Welchen Winkel schlieft die Raumdiagonale des Einheitswiirfels mit einem
Standard-Einheitsvektor ein?

b. Welche Zahlenwerte ergeben sich im R?, R? und R* ? Angabe bitte in Bogenmaf oder Grad,
mit einer Nachkommastelle.

Lo6sung Aufgabe 6

Teil a.
Raumdiagonale ist der Vektor (1,1,1,1,....1), der an jeder Stelle eine 1 hat. Insgesamt also n Einsen.

) ) b )

Jeder Standardeinheitsvektor hat n-Komponenten. Alle sind 0, eine ist 1.



Deshalb ist das Skalarprodukt aus Raumdiagonale und Standardeinheitsvektor stets 1. Denn jede 1 der
Raumdiagonale trifft auf eine Null, ausser der einen, die auf die 1 des Standardeinheitsvektors trifft.
Es ergibt sich fiir den Winkel o zwischen Raumdiagonale und Standardeinheitsvektor:

(rin)
o = arccos | ———
[ - [yl

rz-y=1
x| = V/n
ly =1

—_

7)
)

. = arccos (

— arccos (

S-S

Teil b.

R*=x=(1,1);y = (1,0)

arccos (1‘ 'Y ) a. CCOS( 1 Jr 1 0> arccos ( 1 ) 1
o = ar = ar = ar — | = -7

] - |yl V241 V2 4
R®= 2= (1,1,1);y = (0,1,0)

x-y 1 )
(v = arccos = arccos [ — | = 0.95531
(I |- 1y |> (\/3
R*=2=(1,1,1,1);y = (1,0,0,0)

() == (78) =3
Q. = arccos = arccos | —= | = -7
=] - [yl Vi) 3




