Ubungsblatt 5 - Musterlosung

Technische Hochschule Mittelhessen
FB MNI, Lineare Algebra fiir Informatiker, Prof. Dr. B. Just

Aufgabe 1

Eine Jordan-Matrix A = (a; ;) ist eine n x n- Matrix, die folgende Bedingungen alle zugleich erfiillt:
— Es gibt ein A € R sodass a;; = A fiir alle ¢ = 1,...,n. D.h., in der Diagonalen der Matrix steht iiberall
A

— Firallei=1,...,n —1ist a; ;41 = 1. D.h., in der sogenannten Nebendiagonalen, der schrégen Linie
iiber der Hauptdiagonalen, steht iiberall 1.

— Alle anderen Elemente der Matrix sind Null.

21 00
. . - . 0 2 1 0
a.)  Bitte berechnen sie A - A fiir die Jordan-Matrix A = 00 2 1
0 0 0 2
b.)  Bitte berechnen sie A - B fiir die Jordan-Matrizen
A1 0 0 0 O 21 0000
0 A1 0 0 O 021000
00 A1 00 002100
A= 000 X1 0]’ B= 000 210
000 0 A1 00 00 21
00 0 0 0 A 0000 O0 2
Losung Aufgabe 1:
a.)
21 00 21 0 0 4 410
0 2 10 0 2 10 0 4 41
AA=100 21 002 1| |00 4 4
0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 4
(Ist auch gut zu sehen, wenn man ein Falk-Schema aufstellt).
b.)
A1 0 0 0 O 21 0000 22 A +2 1 0 0 0
0 A1 00 O 021000 0 2x A+2 1 0 0
A-B— 0 0 A1 00 002100 _1]60 0 220 A +2 1 0
10 0 0 X1 0 000 210 |O 0 0 220 A +2 1
00 0 0 X1 0000 21 0 0 0 0 20 A+2
00 0 0 0 A 000 00 2 0 0 0 0 0 2\

(Ist auch gut zu sehen, wenn man ein Falk-Schema aufstellt).

Aufgabe 2

a.)  Bitte berechnen Sie das Produkt aus zwei n x n - Jordan-Matrizen, wobei bei der einen Matrix in
der Hauptdiagonale jeweils A € R und in der anderen Matrix in der Hauptdiagonale jeweils p € R steht.

b.)  Wenn A und B Jordan-Matrizen sind, ist dann A - B eine Jordan-Matrix? Warum?

c.)  Wenn A und B Jordan-Matrizen sind, ist dann A + B eine Jordan-Matrix? Warum?



Losung Aufgabe 2:

Al 0 w1 0 Aop A+p 1 0
A1 w1 Aop A4p 1
a‘) ) ". . — -'. .'.
A1 w1 Aop A+p 1
Al [T Aop A+p
0 A 0 I 0 A

(Ist auch gut zu sehen, wenn man es im Falk-Schema aufschreibt).

b.) Wenn A und B Jordan-Matrizen sind, ist dann A - B eine Jordan-Matrix?
Nein, weil oberhalb der Nebendiagonalen von A - B keine Nullen, sondern Einsen stehen (siehe Teil a.)).

c.) Wenn A und B Jordan-Matrizen sind, ist dann A + B eine Jordan-Matrix?
Nein, weil in der Nebendiagonale von A 4+ B keine Einsen stehen, sondern Zweien.

Aufgabe 3

Eine obere Dreiecksmatrix ist eine quadratische Matrix A, deren Eintrage unterhalb der Diagonalen alle
0 sind. Es ist also a;; = 0 fiir alle ¢ > j.

a.)  Die beiden 3 x 3 - Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) seien obere Dreiecksmatrizen. Bitte zeigen Sie,
dass A - B eine obere Dreiecksmatrix ist.

b.)  Es seien jetzt A = (a;;) und B = (b;;) beides n x n - Matrizen und beides obere Dreiecksmatrizen.
Bitte zeigen Sie, dass A - B eine obere Dreiecksmatrix ist.
Losung Aufgabe 3:

a.) Esist zu zeigen, dass die 3 x 3-Matrix (A - B) unterhalb der Hauptdiagonalen Nullen enthilt. D.h.,
im Fall n = 3, dass die Elemente an den Positionen 2,1 sowie 3,1 und 3,2 Null sind.

@11 ai2 a3 bin b2 bis
A=10 ax ax|, B=| 0 by b
0 0 ass 0 0 b33
aix aiz ais bii bz b3 a11-bi1 a1 -bia +ai2-baa  air - biz + a1z - baz 4+ aiz - b3z
AB=| 0 ax ax]|-| 0 by bys| = 0 a2z - bay 22 - baz + ag3 - bss
0 0 ass 0 0 b33 0 0 ass - b33

An den Positionen unterhalb der Hauptdiagonale stehen Nullen, daher ist A - B eine obere Dreiecksmatrix.

b.) Hier ist zu zeigen, dass fiir alle 1 < j < i <n gilt: (A- B);; =0.

a1 a2 - Qin bin b1z - bin
0 axp -+ a2 0 by -+ b2y

A= , B=
0 0 e Apn 0 0 e bnn

(A - B);; = Skalarprodukt i-te Zeile A mit j-te Spalte B.
Die i-te Zeile A hat in den ersten ¢ — 1 Positionen Nullen, weil A eine obere Dreiecksmatrix ist:

i—1
———
(0,0, e ,0,(17;1',(11‘7“,1, ey an)
Die j-te Spalte von B hat in den letzten n — j Positionen Nullen, weil B eine obere Dreiecksmatrix ist.

blj

j-te Spalte B: béj



Fiir alle ¢ > j gilt deshalb:

n i—1 n
(A-B)i; :Zaik'bkj = Zaik'bkj +Zaik'bkj =0+0=0.

k=1 k=1 k=i
Dabei gilt die erste Gleichheit nach Definition der Matrixmultiplikation. Die zweite gilt, weil a;; = 0 fiir
k<i—1und by; =0fiir k >i > j.

Aufgabe 4

Betrachtet wird der gerichtete Graph mit 5 Knoten vy, va, v3,v4, v5 und den Kanten von v; nach vy, von
v9 nach v, von vs nach vy, von vy nach vs, von vy nach vs, von vs nach vs, von vz nach v; und von v
nach vs. (Zur Veranschaulichung stelle man sich von v; unten links, vs unten rechts, von vy iiber v; und
v3 liber vs vor, und vy als Dachspitze {iber diesem Quadrat.)

a.) Bitte stellen Sie die Adjazenzmatrix des Graphen auf.
b.) Bitte berechnen Sie die Erreichbarkeitsmatrix nach genau 4 Schritten.

c.) Bitte nennen Sie alle unterschiedlichen Wege der Lange 4 von vy nach vs.

Losung Aufgabe 4:

1, falls Kant ; nach v,
a.) Adjazenzmatrix des Graphen: A = (a;;) mit a;; = {0’ & St anbe YOI U nath vy
, sons

Daher ist A =

oo, OO
O = O O
_ o OO
oo OO
OO O~

b.) Die Erreichbarkeitsmatrix nach genau 4 Schritten ist A* = A- A- A - A mit der Adjazenzmatrix A aus

a.).
1 4 0 1 2
02 3 0 3
Esist A= 13 0 2 3 0], denn A* = A% A% und
1 2 01 1
00 3 0 2
01 0 01 01 0 01 0 0 2 01
0 01 01 0 01 01 101 10
A2=A-A=1[1 0 0 1 0 10 01 0l=]0 20 01
01 0 0O 01 0 00 0 01 01
0 01 0O 001 00 10010
0 0 2 01 00 2 01 1 4 0 1 2
1 01 10 101 10 02 3 0 3
At=4A%2.A4%2=(0 2 0 0 1 0200 1l=1]3 02320
0 01 01 0 01 01 1 2 0 11
10 0 10 10 0 10 00 3 0 2

c.) Alle unterschiedlichen Wege der Lange 4 von vs nach vs:
Es gibt 3 unterschiedliche Wege von vy nach vs, denn (A4)2,5 = 3. Diese sind:
1. Weg:2 -3 —>4—2—5
2. Weg:2—+3—>1—-2—5
3. Weg:2—+5—-3—>1—=5



