Ubungsblatt 12 - Musterlosung

Technische Hochschule Mittelhessen
FB MNI, Lineare Algebra fiir Informatiker, Prof. Dr. B. Just

Aufgabe 1

. 2 4
Es sei A = (1 2).

a.) Bitte bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A, mit Begriindung.
b.) Bitte bestimmen Sie die Eigenwerte von A mit Erlduterung.

c.) Bitte bestimmen Sie jeweils einen Eigenvektor pro Eigenwert, mit kurzer Erlduterung.

Loésung Aufgabe 1:

a.)
Ergebnis: w? — 4w, denn:

Charakteristisches Polynom ist Determinante der Matrix (2 I v 9 —4w )
also (2—w)? —4=4—dw+w? —4=w? 4w

b.) Ergebnis: w; = 0; wy = 4, denn:
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms w? — 4w = w(w — 4)

= Nullstellen sind w; = 0 und wy =4

c.)
Ergebnis : Eigenvektoren zu w; = 0 sind alle Vektoren im R? der Gestalt - <_12) fiir A € R, denn:

Eigenvektor (z1,z2) zum Eigenwert 0 erfiillt

xr1 X2

2 4 =0

1 2 =0

subtr. % Zeile 1 von Zeile 2
Ty T2

=2 4 =0
0 0 =0

=221+ 42, =0= 21 = —229
T _ —2A — ). -2
T2 - A - 1
d.)
Ergebnis : Eigenvektoren zu w, = 4 sind alle Vektoren im R? der Gestalt ) - <?) fir A € R, denn:

Eigenvektor (x1,z2) zum Eigenwert 4 erfiillt

T To 1 T2 zl 22
2—4 4 =0 = -2 4 =0 = -2 4 =0
1 2—4 =0 1 -2 =0 0 0 =0

= (2)=()->0)

T1: =201 +4A=0= 21 = 2\



Aufgabe 2

Eine stochastische Matrix ist eine quadratische Matrix, bei der alle Eintréige im Intervall [0, 1] liegen,
und bei der fiir jede Zeile die Summe der Elemente, die in dieser Zeile stehen, 1 ergibt.

0,5 0,5 0
Soist z.B. M = [0,3 0,3 0,4] eine stochastische Matrix.
0 0,5 0,5

a.)  Bitte bestimmen Sie das Charakteristische Polynom der genannten Matrix M.
b.)  Bitte bestimmen Sie alle Eigenwerte der Matrix M.

c.)  Bitte bestimmen Sie einen Eigenvektor der Matrix M zum Eigenwert 1, mit Nachweis, dass
es ein Eigenvektor ist.

d.)  Bitte zeigen Sie, dass jede stochastische n x n- Matrix den Eigenvektor (1,1,...,1) € R™ hat,
und nennen Sie den zugehorigen Eigenwert.

(Im Zweifel n = 7 nehmen :-) ).

Losung Aufgabe 2:
a.) Ergebnis : (0,5 —w) - (w—1)- (w—0,2) = —w3 + 1,3w? — 0,2w — 0, 1, denn:

0,5 —w 0,5 0
Char. Pol. ist det 0,3 0,3 —w 0,4
0 0,5 0,5 —w

Sarrus
=(0,5-w) (0,3—w)-(0,5-w)+0+0-0-0,5-0,4-(0,5—w)—0,3-0,5- (0,5 — w)
= (0,5 —w) - (0,15 — 0,80 +w? — 0,2 — 0,15)
=(0,5-w) (w?—0,80—-0,2) = (0,5 —w) - (w—1)(w+0,2)

b.) Ergebnis: wy = 1; we = 0,5 w3 = —0,2, denn die Eigenwerte sind die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms

1
c.) Ergebnis: | 1 |, denn
1
0,5 0,5 0 1 1
0,3 0,3 0,4 1l=11
0 0,5 0,5 1 1
Also ist (1,1,1) Eigenvektor zum Eigenwert 1.
X1 i) I3
. , 0,5-1 0,5 0 =0 . .
Herleitung iiber 0.3 0,31 0.4 -0 oder iiber Teil d. der Aufgabe
0 0,5 0,5-1 =0

d.) Sei A = (a;;) eine stochastische Matrix. Dann ist Z?:1 a;; =1 fiir jede Zeile i =1,...,n

1 1
Esist A - L. ! , denn an der i-ten Stelle des Ergebnisvektors steht
1 1

n n
E aij 1= E aij =1
j=1 j=1

Damit ist (1,...,1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.



Aufgabe 3
Fiir die n x n-Matrix A sei x € R™\ {(0,...,0)} ein Eigenvektor zum Eigenwert A € R.

Bitte zeigen Sie:

Fiir alle k£ € N ist  ein Eigenvektor der Matrix A* zum Eigenwert \*.

Loésung Aufgabe 3:

Beweisidee:
Al: IAL A -] Lo - JALTAL AL < x
e
N x
o P
Al- L N<|X
k""’_‘“w‘ == S N
Al AN XX
B s S Y ) ——— S :
) A LA AL A [ XX ISIA T K

Formaler Beweis durch vollstindige Induktion nach k:

k=1: 7. z. ist, dass z Eigenwert der Matrix A zum Eigenwert A ist.
Das gilt, weil es vorausgesetzt ist.

k—=k+1:

Es gelte die Aussage fiir k, d.h. es sei z ein Eigenvektor der Matrix A* zum Eigenwert \*. Es gelte
also AF -z = \F . 1.

Zu zeigen ist, dass = ein Eigenvektor der Matrix A**! zum Eigenwert \*+1 ist, d.h., dass gilt:

AL g = N g,
Dies gilt wegen:
A=A (AP )= A XN e =P A e = N = A g

Dabei gilt die zweite Gleichheit nach Induktionsvoraussetzung, die anderen wegen der Eigenschaften
der Multiplikation von Matrizen und von Matrizen mit Skalaren. Bei der vierten Gleichheit wird
auch A -z = X -z benutzt.



