Ubungsblatt 7 - Musterlésungen

Technische Hochschule Mittelhessen, Mathematik 1 fiir EI, Prof. Dr. B. Just

Aufgabe 1

(Es wird ad — be # 0 vorausgesetzt, sonst ist die Aufgabe nicht 16sbar.)
Es ist A_l - adlfbc ' <—dc _Gb) '

Nimmt man beide Seiten der gegebenen Gleichung A - X = B von links mit A~!
mal, so erhilt man

A1 A X = A1 B, was wegen A7 A = (1 0> bedeutet X = A~!. B.

01

Ausmultiplizieren liefert X = ~ dlbc-<_dc ;b)(; ?) = ﬁ <—dc_—|—22ba _2;lc—+ba)

Eine andere Schreibweise fiir X ist

ad—bc ad—bc
X =

—ct+2a —2c+a

ad—bc ad—bc

Aufgabe 2

Mit der Merkregel vom R3-Sarrus erhilt iiber die Hilfsmatrix [ 0 -1 1 0 -1

det(B) = a-(—1)-1+1-1-(-1)+a?-0-a—a?-(-1)-(-1)—a-1-a—1:0-1 = —2a*—a—1.
Damit det(b) = 0 gilt, muss also gelten —2a* —a—1 =10, d.h. a* 40,50+ 0,5 = 0.

Anwenden der pg-Formel mit p = 0,5 und ¢ = 0,5 liefert

a1’2:_0’25:&’/%_0’5:_%1:&%'\/__7

Fiir o € R ist die Determinante niemals Null. Ist o € C erlaubt, so ist die Determi-
nante Null bei a5 = 0,25 (=1 £ 75 -/7).



Aufgabe 3

i)

ii.)

Es seien S = (81, 52,83) und 7' = (tl,tz,tg).

Zunachst wird gezeigt, dass S x T senkrecht auf S steht, also, dass das Skalar-
produkt von S x T mit S Null ergibt:

(S X T) = 8182t3 — 8153t2
+ 8283t1 — 8281t3
+ 5381t2 — 8382t1
=0

Nun wird gezeigt, dass S x T senkrecht auf T" steht, also, dass das Skalarprodukt
von S x T mit T Null ergibt:

(S X T) T = t182t3 — t153t2
+ tos3ty — tas1t3
+ t351t2 - t382t1
=0

Ist nun v ein Element der von S und 1" aufgespannten Ebene, also v = A\;-S+ AT
fiir geeignete A1, Ao € R, so ist das Skalarprodukt von V mit S x T Null, denn man
rechnet unter Benutzung der Eigenschaften des Skalarproduktes nach:

(SXxT) v=(SxT)- (AN -S+X-T)
=S xXT)-(M-S)+(SxT)-(A-T)
=AM (SXT)-S+X-(SxT)-T
— A 04X -0=0.

Wegen S = A-T und S = (sq, S2, 83) ist T = (Asy, A\s2, Asg). Also ist:

S1 /\81 S9 - )\83 - )\82 + S3 0
(S X T) = S9 X /\82 = | S1° )\83 — )\81 + S3 =10
S3 /\83 S1 - )\52 — )\81 + SS9 0

Das Vektorprodukt S x 7' ist also der Nullvektor, somit ist |[S x T'| = 0.



Aufgabe 4

a.) y und x sind linear unabhéngig, da sie keine Vielfachen voneinander sind.
Denn ware
x = Ay, so wire 1 = —2) (wegen der ersten Komponente), und zugleich 2 = 6\
(wegen der zweiten Komponente), also wéire A zugleich —1/2 und 2/3, was nicht
moglich ist.

b.) x, y und z sind genau dann linear abhingig, wenn die Determinante der
Matrix, die ihre Komponenten als Spalten enthélt, Null ist. (Aquivalent dazu ist es,
dass die Determinante der Matrix, die die Vektoren als Spalten enthélt, 0 ist).

Nach R3-Sarrus ist
2 7 '

1
det({2 6 —6| =1-6-5+(—2)(—6)-3+7-2.2—7-6-3—1-(—6)-2—(—2)-2-5 = 0.
3 2 5

Also sind z, y und z linear abhéngig, liegen in einer Ebene.

Aufgabe 5

a.) Eine parametrisierte Form erhélt man z.B., indem man P; als Stiitzvektor und
P, — Py als Richtungsvektor einsetzt:

g1=10(2,3,4)+X-((—2,2,2) — (2,3,4))
g1=1(2,3,4)+ - (—4,—-1,-2)

b.) Zunéchst werden drei Punkte auf e; berechnet:

— Punkt a: Setzte z, = 0, y, = 0
—2z,=1
z, = —0.5
=>a= (0; 0; —0.5)

— Punkt b: Setzte x, = 0, y, = 1

3—2 Zp — 1
2y = 1
=>b=(0;1;1)
— Punkt c: Setzte z. =1, y. = 0
2—2 2z, =1
z. = 0.5

=>c¢=(1;0;0.5)

— Eine parametrisierte Form erhilt man z.B., indem man b als Stiitzvektor und
a — b sowie ¢ — b als Richtungsvektoren nimmt:
er=(0;1;1) + A+ ((0;0;5) — (05 1;1)) + - (1505 3) — (0 1;1))
er=(0;1;1) + A (0, =1 F) + - (1 -1 5)

c.) Der Normalenvektor der Ebene ist

nq 1 0 —1
ne | =10 x|1]=1-1
ns 1 1 1



Das Skalarprodukt zwischen Stiitzvektor und Normalenvektor ist (3;3;3)-(—1; —1;1) =
-3

Die Koordinatenform ist also

ey —r—y+z=-3

d.) p; liegt auf ey, wenn die Koordinaten von p; die Koordinatengleichung von e;
erfiillen, d.h., wenn gilt:

2:243-3-2-4="1

Wegen 5 # 1 gilt diese Gleichung nicht, also liegt p; nicht auf e;.

e.) ( Fiir die Darstellung von ey in Normalenform vgl Aufgabe c¢.) ) Man bringt
zunachst das LGS aus den beiden Normalenformen auf Zeilenstufenform:

xr Yy oz
2 3 -2 = 1

-1 -1 1 = =3 addiere die Halfte der ersten Zeile zu Zeile 2
2 3 -2 = 1

0 05 0 = -25

Riickwérts Einsetzen liefert die Schnittgerade (8, —5,0) + A - (1,0, 1).
Alternatives Vorgehen: Man bestimmt den Richtungsvektor der Geraden, der senk-
recht auf den beiden Normalenvektoren der Ebenen steht:

2 -1 1
a = 3 X —1 =10
—2 1 1

Ein Stiitzvektor (z,y, z) der Schnittgeraden liegt auf beiden Ebenen. Er erfiillt al-
so das LGS der beiden Darstellungen in Normalform. Als Stiitzvektor kann z.B.
(8. —5,0) gewihlt werden.

f.) Fiir e; wird die Parameterdarstellung aus b.) genutzt:

0 0 1
e1=|1|+XA[-1]+pn]|-1
1 _3 =1

2 2

AuBerdem der Normalenvektor ( 2, 3, —2) von e;. Der Abstandsvektor von py und e;
ist der zu (2, 3, —2) parallele Anteil von p, — (0,1, 1), also von (—2,2,2)—(0,1,1) =
(—2,1,1).
Orthogonale Zerlegung von y = (—2,1,1) lings x = (2,3, —2) liefert:

par LY (2,3,-2) - (—2,1,1) 3

— = (2,3,-2) = — - (2,3, -2

Die Lénge von yP*" ist der gesuchte Abstand zwischen Punkt und Ebene:
| = & 1(2,3,-2) = & - VIT =

g.) Nach a.) ist Gerade g : (2,3,4) + A\(—4,—1,—2) und Gerade g, : (3,3,3) +
A(1,0,1).
Der Abstand ist daher

|((2’374) - (373’ 3)) ) ((_47 -1, _2> X (1707 1))| _ |(_1707 1) ) <_172’ 1>| _ i
|(_47 -1, _2) X (1’071)| a ’(_172’1” B \/6
—4 1 (—1)-1—0-(=2) ~1
weil [ 1] x[0]=[(=2)-1-1-(-0)] = 2
—2 1 (—4)-0—1-(=1) 1



h.) Den Schnittpunkt einer Gerade (in Parameterform) mit einer Ebene (in Normal-
bzw. Koordinatenform) erhélt man, indem man die Geradengleichung in die Koor-
dinatenform einsetzt und das A berechnet. Hier ergibt sich:

Gerade (2,3,4) + A - (—4,—1,—2) wegen Teil a. der Aufgabe
Ebene: —x — y + z = —3 wegen Teil c. der Aufgabe.

Einsetzen: Der Schnittpunkt (z,y, z) erfiillt mit z =2 —4X und y = 3 — A und
z =4 — 2)\ und der Ebenengleichung —x —y + z = —3, also

—24+4A =3+ A+4-2\=-3
also A = —2/3.
Also gibt es einen Schnittpunkt, und erist (2,3,4)—2-(—4, -1, —2) = $(14,11,16).

i.) Der Winkel o zwischen den Normalenvektoren (2,3, —2) und (lautc.) ) (=1, —1,1)
ist

(2,3,-2) - (—=1,-1,1) )

Qv = arccos ( VRt (<22 (12 + ()21 12

Q. = arccos <\/1—;7\/§) =2,94.... (im Bogenmaf) ~ 168°

Aufgabe 6
1 2 -3
a.) Die Fliche ist - [ 1| x {4 ||=3-|]| 1
1 1 2
=1.V3+12+22
=1.V14~ 187
-3
b.)  Auf der Dreiecksfliche steht It. a) der Vektor [ 1 | senkrecht. Seine Norm
2
ist v/14. Also hat der Vektor (\7—%, \/Lﬁ, \/iﬁ) die Norm 1 und steht senkrecht auf der

Dreiecksflache.

c.) Das Volumen des Spats ist der Betrag der Determinante mit den Zeilen P, =
(1,1,1), P,=(2,4,1), P; = (x,y,z). Es ist also

1 11
det (2 4 1) |=Me+ar+2y—4r—y—2z|=|—3c+y+ 22|
Ty z

(Regel von R3-Sarrus wurde benutzt).



