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Mit dem bisherigen Fourier-Polynom nicht darstellbar — z.B.:
f(x) =2 + 0,2-co0s(0,6-x) + sin(1,2:x)

: - ; : >
a 4 X

Erfassung von Perioden, die nicht ganzzahlige Teiler 21/k,
ke N, sondern v. beliebiger Lange <R sind, fahrt zum (nicht-

abzahlbaren) Kontinuum von Perioden im Intervall (-e0 , +0).
(Perioden — « kennzeichnen nichtperiodische Funktionen!)
Umbenennungen — haufig: k — u = | du; c, — F(u), ueR
Aus den Linienspektren werden kontinuierliche Spektren.

E e

Aus der Fourier-Reihe f(x) = kZ_ck - e kX wird ein Integral_f du:
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Fourier-Reihendarstellung von f(x):

f(x) = kio [ 1/(21) -lf(x) ce-ikxdx] - elkx
C
Das Fourier-Integral erfal3t beliebige Perioden: J:dx —

Todx

-0

()= | [2@m) - [f(x) - e-ivxdx] - el du

fx) = 1@ -] [ ] ) - e-iux dx ] - e du

= J

F(u)
f(x) - e=luxdx

o0

8 eyt

Die Funktion |F(u) =

wird die Fourier-Transformierte oder Spektralfunktion von
f(x) genannt; analog ist f(x) die Rucktransformierte zu F(u).
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Anmerkungen zu Fourier:
® Fourier-Transformation u. inverse Fourier-Transformation

F(U) = [ T)-e-iwxdx | f(x) = 1/2m) - [ F(u)-e o du

unterscheiden sich hauptsachlich im Vorzeichen des
Exponenten (und allenfalls in einem konstanten Faktor)

® Notation fur die Fourier-Transformation von f(x):
Fu)=F{fx)}; fx)=F*{Fu)}
f(x) o—e F(u) bilden ein Transformationspaar

[ in der engl. Literatur auch: f(x) < F(u) ]

® Der Faktor (1/2m) wird in der Literatur uneinheitlich
behandelt: Oft wird er der Transformierten zugeordnet, o.
beiden Funktionen wird der Faktor (1/211)” vorangestellt.

Wichtig ist, dafd schlieBlich gilt: & 1 {F {f(x)}} = f(X)
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Anmerkungen zu Fourier (2):

® Der Definitionsbereich der Ursprungsfunktion heif3t auch
Ortsbereich, jener d. Transformierten Frequenzbereich.

® Mit der Fourier-Reihe konnen nur periodische, mit der
Fourier-Transformation auch nichtperiodische Funktionen
(genauer: mit unendlicher Periode) beschrieben werden

(vgl.: Nachkommastellen von 1 aufgefalit als ,Periode").

® \oraussetzungen fur die Existenz von F(u) ist, daf} f(x)
stickweise stetig und absolut integrierbar ist.

Die Bedingungen fur die Existenz und Berechnung von
F(u) waren bis in das 20. Jh. Forschungsgegenstand.

® Spektren geben Auskunft dartiber, mit welchen Amplituden
und Phasen die einzelnen harmonischen Schwingungen
als ,Bausteine” am Aufbau des Signals f(x) betelligt sind.
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Anmerkungen zu Fourier (3):

® Anschauliche Analogie: Die Fourier-Transformation als
,mnathematisches Prisma®, das die frequenzabhangigen
Bestandteile einer einheitlichen Erscheinung erkennbar
macht (Licht / math. Funktion).

® Die komplexe Schreibweise erlaubt die Anwendung auf
beliebige komplexe Funktionen (f : C — ()

® |n der Regel liegen die zu approximierenden Funktionen
nicht als Funktionen, sondern als gemessene Wertepaare
vor; die Fourier-Koeffizienten werden dann numerisch
naherungsweise daraus ermittelt.

® Die Fourier-Transformierten reeller, gerader Funktionen
[ f(-x) = f(X) ] sind auch reell und gerade (nur cos-Anteile).

Die Fourier-Transformierten reeller ungerader Funktionen
[ f(-x) =-f(x) ] sind imaginar u. ungerade (nur sin-Anteile).
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® Berechnung des Fourier-Polynoms g,(X) einer gesuchten
periodischen Funktion y=f(x) aus n aquidistanten x-Werten
und den dazugehorigen y-Werten einer Periode: %Et fiir n=2m-+1]

g,(X) =% A0+k2:1{Ak-cos(k-x) + B, -sin(k-x)} + An,z-cos(x-ng‘

Anzahl m ermittelter Vielfacher der Grundfrequenz:
m=(n-2)/2, falls n=2m; m=(n-1)/2, falls n=2m+1 (meN)

-1 -1
Yo Ag = (1/n) r:zo Y, A = (2/n) TZO yi - cos(k-x)

Auz = (UN) - ()1, By = (2/n) %, ¥, - sin(k-x)

[entfallt far n:2m+1J
Die Naherung minimiert die Summe der Abweichungs-

quadrate einer unbekannten f(x) und g,(x) [ohne Beweis].
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X; |cos(2x) y;=f(x;)

Beispiel: Rekonstruktion von f(x) = 2 + 0,2-cos(2x) 0 1 2

aus 4 aquidistanten Funktionswerten (Abtastwerten) w2 1 | 18
it : T 1 2,2
0,(X) =% Ay + k2:1{ A,-cos(k-x) + B,-sin(k-x) } + A,,,-cos(x-n/2) a2 -1 18

[ n=4 (gerade); m=(n-2)/2=1]

VoA, = (1/n)-in:i;yi =(1/4)-[2,2+1,8+2,2+1,8] = 2
A= (2/n)i-n:i§ y,-cos(1-x)) =(2/4)-[2,2-cos(0)+1,8-cos(11/2)+2,2-cos(1)+1,8-cos(31/2)] = 0
A, = (1/n)-§(-1)‘-yi = (1/4)-[(-1)°-2,2 + (-1)*-1,8 + (-1)?>-2,2 + (-1)3:(1,8) = 0,2

B, = (2/n)-§;yi-sin(1-xi) =(2/4)-[2,2-sin(0)+1,8-sin(11/2)+2,2-sin(11)+1,8:sin(311/2)] = 0

= g,(X)=2+0,2 - cos2(x)
d.h.: f(x) ist rekonstruiert!
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.. : . X; cos(x) sin(2x) |y;=f(x;
Beispiel: Rekonstruktion v. f(x)=2+0,2-cos(x)+sin(2x) 5 1() é )yz(z)

aus 6 aquidistanten Funktionswerten (Abtastwerten) /3 05 | w | 21+w
m _ 2m/3 -0,5 w 19w

0(¥) = 2 Ag + 2 { Accos(kx) + Besin(kX) } + Ao 00s(xnf2) w1 o 1g
: : 41/3, -0,5 w | 1,9+w
[ N=6 (gerade); m=(n-2)/2=2; sin(211/3)=—sin(41/3)=y/3/2=w ] 53l 05 | w 21w

VoA, = (1/n)-in:i;yi =(1/6)-[2,2+(2,1+w)+(1,9-w)+1,8+(1,9+w)+(2,1-w)]

=2
A = (2/n)-r]ilyi-cos(1-xi) = (2/6)-[ 2,2-cos(0) + (2,1+w)-cos(11/3) + (1,9-w)-cos(211/3)
=0 + 1,8-cos(1) +(1,9+w)-cos(41/3) + (2,1-w)-cos(511/3) ]
=0,2

A, = (2/n)-r£1yi-cos(2-xi) = (2/6)-[ 2,2-cos(0) +(2,1+w)-cos(211/3)+(1,9-w)-cos(411/3)
=0 +1,8-cos(611/3) +(1,9+w)-cos(811/3) +(2,1-w)-cos(10T11/3)]

=0

Ay = (UN)S (-1)y= (UB)[(1)%2,2 + (-1)-(2,1+w) + (-1)2-(1,9-)
+ (-1)3(L,8) + (-1)*(1,9+w) + (-1)>-(2,1-w)] =0
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X; cos(x) sin(2x;) y;=f(x;)

Beispiel: (Forts.) f(x)=2+0,2-cos(x)+sin(2-X)

U . 0 1 0 | 22
aus 6 aquidistanten Funktionswerten (Abtastwerten) w3 05 | w | 21+w
m
0,(X) =% A,y + k21{ A,-cos(k-x) + B,-sin(k-x) } + A,,,-cos(x-n/2) 2mi3 'Of 2’)" 1’19;\'
- T - ,
2 41m/3 -0,5 w 1,9+w
0s(X) = Y2 Ay + k2:1{ A,-cos(k-x) + B,-sin(k-x) } + A;-cos(3x) 5m/3 0,5 wo|2,1-w

B, = (2/n)f]_21 yi-sin(1-x;) = (2/6)-[ 2,2-sin(0) +(2,1+w)-sin(11/3) +(1,9-w)-sin(211/3)
=0 + 1,8-sin(1) +(1,9+w)-sin(411/3) +(2,1-w)-sin(51/3) ]

=0
B, = (2/n)-2 y,-sin(2-x) = (2/6)-[ 2,2-siN(0) +(2,14W)-sin(21/3) +(1,9-W)-sin(4T1/3)
=0 +1,8-sin(6T1/3) +(1,9+W)-sin(8T1/3) +(2,1-w)-sin(1011/3)]
=1

= gs(X)=2+0,2 - cos(x) +1-sin(2:-x)
d.h.: f(x) ist rekonstruiert!
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Jeaxdx = (1/a) - e

elo—eI®=2.-sing

0 sonst
beo He0
— — A—i-U-X A
F(u) = F{rect(x) } = | f(x)-e7duxdx e
=G uHe 2 el '
SIu- '
= A-2:j-sin(u-W/2)/(j-u) \ G
= A-W- sin(u-W/2)/(u-W/2) e
® Daraus, fur A=1, W — «: b(x) FF(u)
o(u)—
fix) =1 S o—e
F(u) =0(x)
® f(x) =0(x) 50— tF()
F(u) = .J* 5(x)-e+ux dx o—e

[Siebeigenschaft%[e—j-u-x]X:O —el=1
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Anmerkungen zu Fourier (4):
® Reziprozitat zw. den Perioden der Transformationspaare:

Schnelle Verdnderungen im Ortsbereich entsprechen
langsamen im Frequenzbereich und umgekehrt.

® Funktionen, deren Transformierte aulRerhalb eines
Intervalls [-u,.,,Una] VErschwinden, heil3en bandbegrenzt.

Bandbegrenzte Funktionen sind immer im Bereich (-e,+~)
definiert; umgekehrt sind Funktionen mit endlichem
Definitionsbereich niemals bandbegrenzt.

® Eine Konsequenz der entgegengesetzten Exponenten-
Vorzeichen in d. Hin- u. d. Rucktransformation ist, dal} die
Fourier-Trf., angewandt auf eine Fourier-Transformierte,
die Ausgangsfunktion gespiegelt um die y-Achse ergibt die
Symmetrie-Eigenschaft der Fourier-Transformation:

f(x) o—e F() << F(x) o—e f(-u)
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® f(x) =0(X—Xp) Siebeigenschaft

F(U) = . B(x S%) e T dx o 7 (000 o

= [eFUX],_ o, = edux0 = 0. g7ux0 Eigenschaft
Ergebnis lal3t sich auf bel. Funktionen f(x) Ubertragen: )
f(x-a) o—e F(u)-e7v® bzw. F(u-a) e—o f(x)-elxd
Fourier-Transformierte eines (eindim.) Faltungsintegrals:

0

FLfx) *h(x)} = i [ I f(a) - h(x—a) da ] - e7'ux dx
F{ h()g—a) ) f(c) unabhangig von x |
I f(a) - [ I h(x—a) - e-J“de] da
H/QJ) _IH(u) unabhangig von a] F{f(a)} i

Jf(a) [ {h(x)} edua]lda = H(u) - If(a) e-uada

H(u) - F(u) (*) Hier ohne Beweis
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Anmerkungen zu Fourier (5):

Der Faltung im Ortsbereich entspricht die Multiplikation im
Frequenzbereich. Faltungssatz (1. Teil bzw. Halfte):

T f(a) - h(x—a) da =| f(x) * h(x) o—e F(u) - H(u)

d.h., Gbertragen auf (1D-/2D-) Maskenoperationen:

Es fluhrt zum gleichen Ergebnis, ob man Masken- und
Bildelemente miteinander multipliziert und aufsummiert oder

® Bild und Maske in den Frequenzbereich transformiert,

® d.Transformierten elementweise miteinander multipliziert
® das Ergebnis in den Ortsbereich zurlcktransformiert.
Entsprechend hergeleitet: der 2. Teil des Faltungssatzes ()

f(x) - h(x) o—e F(u) * H(u)

(*) Hier ohne Beweis
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® Abtastung einer stetigen Fkt. f(x) (-~ < X < +«) darstellbar als

Multiplikation v. f(x) mit einer aquidistanten Impulsfolge (,Dirac-
Kamm?*, engl. impulse train / comb)

Bei Periode 217 liefert das die Werte (wg. Siebeigenschatft)
f (k-21) =_J* f(x)-8(x — k-2m) dx, k=...-2,-1,0, 1, 2...
® |Impulsfolge als unendliche Reihe versetzter Dirac-Deltas:

S(X) = Z 6(x n-21) , ne/Z (hier: mit Periode 21)

5(X) S(X)
® [ourier-Reihe von s(x): ‘ ‘ )

+eo 41'r 21'r 21  4m
S(X) =k_2 c,-elkx mit ¢, aus dem Integral Uber eine Perlode.

c, = (1/21T)j:S(X)-e—i'k'X dx = (1/2m) | % 8(x=n-2m)-e* dx

—TT N=-c0

= (1/2m) _L' 5(x) - e-i*xdx = (1/2m) - e0 = (1/2m)
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Cy
400 A

® Fourier-Transformierte von s(x) = k_Z_ (1/21) - elkx;

40

S(u) = (1/2m) +I Z Ikx g -luxdx = (1/21) k+_§ T {elkx}

® Bereits bekannt: & {d(X — X,) } = e 30
® Symmetrie-Eigenschaft [ f(x)o—eF(u) < F(x)o—ef(-u) ]
F{ e B0X} = §(-u—xg) = 5(U + Xo)
Fir k = —x, ergibt sich daraus: . { e/'’k*x} = 8(u — k)

+o00

® Daraus folgt: S(u) = (1/2m) - %zg(u — k)

= D.h.: Die Transformierte einer Impulsfolge im Ortsbereich
Ist eine Impulsfolge im Frequenzbereich

(Bedeutung von k: ,Impulse je Periode* — hier: 1/21)
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® Ubertragung auf Impulsfolgen beliebiger Periode AX *:
Sax(X) = +§ O(Xx —n-AX) , neZ

® Skalierung von x als Anteil der Periode AX: X — (211/AX)-X
(d.h.: bel x=n-AX liegen die Grenzen einzelner Perioden)
Entsprechende Rechnung fuhrt zu ¢, = 1/AX und zu:

® Fourier-Reihe von s,y (X): *)

+0o0 +00
Sax(X) :kz‘:wck.ej.k.(zmAX).x = (1/AX) kz::_ooej.k.(zn/Ax).x

400

® .7 { Impulsfolge s,y (X)}: Spx(u) = (L/AX) -k_z_ o(u — k/AX)

diskrete Fkt. »

stetige Fkt.]

® .7 {abgetastete Fkt. f;(X)}: Fp(u) = (1/AX) -kZ__F(u — kIAX) ()

‘ (*) Hier ohne Beweis
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® Visualisierte Zusammenfassung (qualitative Darstellung):

Bandbegrenztes
Bildsignal f(x), fiir } f(x) p ()
-0 < X < +00
oO—e
\/ \\//’""\_ ——
Abtastfunktion
[(lmpulsfolge) Sax(X) 6(x<‘ Sax(¥) WAX)@Q Sax(u)
ST o o] ] ‘ | |.
| AX i 1/AX
[Abgetastete Funktion
fo(X) = f(X)-Spx(X
() = f()-5px(x) o L)
o AX b 1/AX
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Zusammenfassung:

® Die Fourier-Transformierte einer Impulsfolge s,y (X) Im
Ortsbereich mit der Periode AX ist eine Impulsfolge S,y (u)
Im Frequenzbereich mit der Periode 1/AX.

® Die diskrete Abtastung f,(x) einer stetigen Funktion f(x)
lal3t sich darstellen als die Multiplikation von f(x) mit einer
Impulsfolge s,y (x) und Integration: f5(x) = _.J* f(X)-Sx(X)

® Die Fourier-Transformierte der diskreten Abtastung fy(X)
einer stetigen Funktion f(x) ist eine stetige Funktion Fg(u)

(eine unendliche Summe um 1/AX versetzter F(u)-Kopien)

® Bei ausreichend grofiem 1/Ax (kleinem Ax) laft sich
aufgrund der Bandbegrenzung eine einzelne Periode von
Fo(u), -1/(2Ax) < u £ 1/(2Ax) [d.h.: F(u)] extrahieren und
daraus f(x) = & - { F(u) } ermitteln.
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® Ubergang zur diskreten Fourier-Trf. DFT:
Ausgehend von einem Satz von M Proben einer stetigen
Funktion f(x) erzeugt DFT einen Satz von M Proben deren
Fourier-Transformierten F(u). lhre Inverse, IDFT, liefert,
umgekehrt, aus M F(u)-Proben, die Werte von f(x).

® Transformationspaar der diskreten Fourier-Trf. DFT:

M-1 | M1 |
Fo(u) = X§O fo(x)-e —iux| fy(x) = 1/M 'uz:o Fo(u)-e iux

mitu=0, 1, ..., M-1 und x=0, 1, ..., M-1;

fo(Xx) Ist die Folge der Abtastwerte einer stetigen Funktion.
® Anwendung in der Bildverarbeitung durch Annahme

unendlicher Periodizitat der endlichen Anzahl M (M#<)

verfugbarer diskreter Abtastwerte fy(x), xeZ
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Anmerkungen zu Fourier (6):

DFT: Summe gewichteter Kopien der Eulerschen Funktion
beli angenommener Periodizitat zugrunde liegender f(x); d.h.:

® DFT-Transformierte beliebiger Funktionen (Wertepaare)
sind immer unendlich und periodisch.

® Anders als .7 { f(x) } ist die DFT und ihre Inverse flr
beliebige Funktionen immer existent u. berechenbar.

® FUr die DFT gelten dieselben Regeln wie fur die allg. #{};
Faktor 1/M kann auch &#{ } vorgesetzt werden (vgl. 1/21).
Daher wird i.a. dieselbe Notation verwendet: #{}, F(u)
Wichtiger Spezialfall:

® Periodische, bandbegrenzte Fktn [d.h.: definiert (-e,+)]
kdnnen aus Abtastwerten verlustfrel rekonstruiert werden

Voraussetzung hierflr ist eine ausreichende Abtastrate
(d.h.: Dichte der Abtastwerte).
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