Syntax, Semantik, Bedeutung
oder
hat Gddel bewiesen, dass es rubernaiirliche
Intelligenz gibt?

Thomas Letschert

FH Giessen—Friedberg

Kunstliche Intelligenz, der Frankenstein der Informatik

HAL: Hor auf Dave, ich habe Angst.
... Dave entfernt weitere Module ...
HAL: Hanschen klein, ging allein, ...
aus: S. Kubrick, 2001 Odyssee im Weltraum.

Das Thema der iknstlichen Intelligenz verbindet man mit High—Tech, Computern, Robotern
und aktuellen Produktionen der Fabriken Hollywoods, in und mit deréanien die globale
Realitat immer mehr verschwimmt. Diese modernen Sagen sind aber nur die aktuelle Form
einer uralten Geschichte, mit der die Menschheit sich schon seit Jahrhunderte@alurianer
Geschichte, in der in immer neuen Variationen davorl@tavird, wie der Mensch Kreaturen
erschafft, die ihm selbsthnlich sind.

Die Hybris, die in diesen Vorhaben steckt, verlockt und schreckt. Mit der Erschaffung men-
schem@hnlicher Wesen werden ihre Sigfer Gottahnlich. Sie ahnen aber, dass es ihnen an
Weisheit fehlt, um mehr zu sein, als vorwitzige Zauberlehrlinge, diéesvielleicht vergeblich

auf den Meister warten.

Wohlig schaurig rieselt es derniBken herunter, wenn die Kreaturen menschlicher Sdbest
hebung sich an ihren Sopfern vergreifen. Sie haben es leicht dabei. Rirdtlichen Gesdbpfe
sind ihren nairlichen Erzeugern seltsamerweise staéisrlegen. Golem und Frankenstein wa-
ren einfach nur strker als ihre naltrlichen Mitgescbpfe. Die Computer, die man in den 50-ern
und 60-ern vorhersah, besal3en schon mehr IntelligeinzdiE Betreiber der Matrix sind die
Menschen (fast) nur noch hilflose Fleischklumpen in eingnfdsung.

Die Faszination, die von den Kreaturen als Abbildern des Menschen ausgeht, ist vielleicht noch
tiefer, als der Reiz, den der gdirliche Umgang mit zu &chtigem Spiel—und Werkzeug &ils.
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Die Menscheahnlichkeit der Affen im Zoodsst uns zwischen Aisiertheit und Zuneigung
schwanken. Unserdlkstlichen Wesen sehen wir ernster an. Ihre Mensimaichkeit ist von

uns geschaffen. Das setzt voraus und impliziert, dass wir wissen und verstehen, was der Mensch
im tiefsten Innern eigentlich ist. Mit denlkstlichen Wesen, die uréhnlich sind, halten wir

uns einen Spiegel vor und kaum ein Blick fesselt Menschen mehr, als der in einen Spiegel.

Mittelalterliche Uhrwerke hauchten Figuren Bewegung, damit Leben und ihren Zuschauern
Staunen und Ehrfurcht ein. Das mechanische Zeitalter bétsgtie sich ausgiebig mit den ver-
schiedensten Automaten. Seien es nun Enten mitithetter” Verdauung, oder, wenn auch
gefalscht, Kinstliche Schachspieler. &jer erschienen die Menschen sich selbst als Dampfma-
schinen, dann als elektrische Maschinen, schliel3lich als Computer, die man nachbauen kann.

Jede Zeit hat ihre Vision von Frankenstein, die, so harmlos skurril sielickiRick erscheinen

mag, den Zeitgenossen sehr ernst war. Immer ist es die neueste Technik, die das Potential zu
bieten scheint, mit dem der letzte Schritt von der Maschine zur Kreatur gegangen werden kann.
Hat man sich aber an die Technik und ihrédlichkeiten gewhnt, dann sind ihre &igkeiten

nicht mehr “menschlich” oder “nétlich”. Schach spielenden Computern, die praktisch jeden
GroBmeister schlagen, begegnet inzwischen die gleiche achselzuckende Verachtuagegegen
dem rein Mechanischen wie sie ddilrerne Tanz der Figuren in mittelalterlichen Uhrwerken
schon seit Jahrhunderten anft.

Der Blick in den Spiegel, den die Technik immer wieder aufs Neue bietet, ist im Fall der Infor-
matik besonders tief ausgefallen. Ihr Frankenstein, diesktiche Intelligenz, bietet besonders
reichhaltigen Stoff fir scheinbare oder tatshliche Einsichten in das Wesen des Menschen.
Kein Wunder, sind ihre Maschinen doch mit Informationsverarbeitung aétsgh einer Tatig-

keit, die fruher einmal einfach und pauschal “Denken” genannt wurde und lange als feste Ba-
stion im Rickzugsgefecht des Natichen und Menschlichen erschien.

Das alte, das mythische Thema dessen, was wir hdurstliche Intelligenz nennen, ist die
Frage, was ist Tod und was ist Leben, was ist menschlich und was nicht. Autonome Bewegung
galt solange als Zeichen alles Lebendigen, bis jeder die plump oder fein tickenden Uhrwerke
gesehen hatte, die sie als erste erzeugten. Bligkeit, komplexe arithmetische Operationen
ausfihren zu bnnen, war ein Zeicheimberlegenen menschlichen Intellekts, bis Rechenmaschi-
nen sie durch ihre schiere Existenz als stupide maschinelle Routine entlarvten.

Die Frage bleibt die gleiche, auf der Suche nach der Antwignten uns Wissenschaft und
Technik in Landschaften, deren Luft stetigriher und deren Charakter immeiistenhafter

wird. Landschaften, die sich, nach dem Durchzug der Techniker mit den gedankenschweren
Philosophen im Tross, oft iappig biihende Ebenen verwandeln, in denen sich viglalich
einrichten und erstaunlich schnell und problemlos mit bockigen Computern, sympathischen
Robotern undiberdrehten Handys koexistieren. Die anderen ziehen weiter in neue Steppen
der Wissenschaft und Technik und bestaunen die bizarrérBelit der ariden Geschse des
Geistes, die sie dort vorfinden.



Godels Theoreme und ihre Fans

Du kannst deine eigene Sprache
in deiner eigenen Sprache beschreiben:
aber nicht ganz.
Du kannst dein eigenes Gehirn
mit deinem eigenen Gehirn erforschen:
aber nicht ganz.
aus []

Unter den spiden Schachtelhalmen und Kakteen der Mathematik und theoretischen Informa-
tik hat ein Exemplar besonders fasziniert und dazu verleitet, es als Totempfahl oderdLitéalis
diverser Ideen zu verwenden. Es isbdels Unvollshndigkeitstheorem. Aus diesem Theorem

leiten die einen ab, dass Menschen nichts als Maschinen sind und die anderen, dass der mensch-
liche Geist jenseits aller algorithmischen Modelle und Methoden steht und damit letztlich etwas
Ubermechanisches oder ddbernatirliches ist.

Genau genommen hatd@el um 1930 ein \Vollsindigkeitstheorem und zwei UnvoBbstdig-
keitstheoreme bewiesen. Pogukind die beiden Unvollahdigkeitstheoreme und unter ihnen
vor allem das zweite. Dasrste Unvollsindigkeitstheoremmagt

In jedem korrekten logischen Formalismus, der mindestens in der Lage ist, die Ge-
setze der einfachen Arithmetik herzuleiten, sind Aussagen formulierbar, die wahr,
aber in eben diesem Formalismus nicht herzuleiten sind.

Dieses Theorem lieferte einen wichtigen Beitrag zur mathematischen Logik und ist jedem be-
kannt, der sich mit dieser Thematik auch nur oldetilich beschftigt. Gleichzeitig ist es, zu-
sammen mit dem zweiten Theorem, ein Allzeit—Hit der Paffuissenschaftlichen) Kultur. Es

hat ja auch alles, was zu einem solchen HitdaéhDa ist zu&chst einmal @del, der Autor.

Sein bizzarer Charakter passt so wundervoll zu einem Logik—Genie. Schon auf Photos ist es zu
erkennen und kontrastiert so herrlich zu dem knuffigen Physik—Genie seines Freundes Einstein.

Dann die Aussage, in der streng wissenschaftlich mit exaktem Formalismusbéstindig-

keit, also das Unvollkommene, das Defa#, eben all diesdormalismemachgewiesen wird.
Die kalte Logik windet sich gedeinigt im Staub, nachdem sie erfolglos versuchte sich auf
unsere Stufe zu erheben und sich dabei selbst in den Hals biss.

SchlielRlich der Beweis, der mit einer Forn@&arbeitet, die als
G: Ich bin keine beweisbare Aussage!

interpretiert werden kann. Das verdreht den Kopf und ist doch irgendwie intuitiv zu verstehen.

Etwas riichterner wird eine Unvollandigkeit festgestellt, die allen logischen Formalismen ei-

gen ist. Der Begriff “Unvollsandigkeit” bezieht sich auf den Beweis— oder Ableitungsmecha-
nismus der in einem logischen Formalismus steckt. Ein solcher Mechanismusaisig,raflle

wahren Aussagen herzuleiten, sobald er so ausdrucksstark ist, dass in ihm Gesetze der einfa-
chen Arithmetik, mit den Grundrechenarten aufimithen Zahlen, formuliert werderdkinen.

Wenn er zu mehr als absoluten Trivialién taugt, dann ist er schon unvollkommen.



Dieses Theorem beeindruckt Aghst durch seinen philosophischen Gehalt, indem es zeigt,
dass Wahrheit und Beweisbarkeit in allen nicht-trivialétlén nicht identisch sind. Jeder Be-

griff von Beweisbarkeit ist zwangalifig unvollséndig, wenn man ihn an dem misst, was wahr

ist.

Zu der beeindruckenden Aussage kommt aber noch ein Beweis, der mit einer Variante des
alten Lilgner-Paradoxons “Alle Kretetljen, sagte der Kreter” arbeitet. M&ist ein wahrer

aber nicht beweisbarer Satz gefunden. Entwedés ist Formalismus herleitbar, dann ist eine
falsche Aussage herleitbar und der Formalismus nicht korrekt, @d#micht herleitbar, dann

gibt es eine wahre aber im Formalismus nicht herleitbare Aussage.

Der Beweis fasziniert nicht nur durch die Verwendung eines logischen Paradoxons. Erstaunlich
ist auch, dass eine solchigckbezigliche Aussage in einem Formalismus ausgekir werden

kann, der nicht mehr als die Grundrechenarten beherrsékiel&erwendet dazu eine Technik,

die nach als “®delnummerierung” oder “@delisierung” bekannt und in das Repertoire der
logischen Beweismittalbernommen wurde, und in das der allgemeinen Informatik—Kultur —
aber hat die sich nicht scharerall breit gemacht:

Frage: Wieviele GQlihbirnen braucht man um eine @ibirne zu wechseln?
Antwort: Eine, falls sie ihre @delnummer kennf5]

Daszweite Unvollsindigkeitstheorertasst sich mit Hilfe des ersten beweisen. Es lautet wieder
etwas informal ausgedckt:

Mit keinem korrekten logischen Formalismus, der mindestens in der Lage ist, die
Gesetze der einfachen Arithmetik herzuleiten, kann die Widerspruchsfreiheit eben
dieses Formalismus’ bewiesen werden.

Auch dieses Theorem erith einen Selbstbezug. Diesmal noch expliziter in seiner Behaup-
tung, dass kein korrekter und halbwegs aussagegger Formalismus in der Lage ist, eine sehr
wichtige Aussagéiber sich selbst zu machergmlich die, kein kompletter Unsinn zu sein!

Widerspruchsfreiheit in einem logischen Kallbedeutet amlich nichts anderes, als dass mit

ihm nicht jede sinnige oder auch unsinnige Aussage bewiesen werden kann. Ein logischer For-
malismus der nicht widerspruchsfrei ist, igilvg wertlos. Der “Trick” der Gdelisierung er-

laubt, dass bereitsinerhalbeinfachster Formalismen fundamentale Aussagssr diese For-
malismen selbst formuliertdonen. Die Korrektheit dieser Aussagen aber kaicht innerhalb

des Formalismus bewiesen werden; nicht einmal dann, wenn es sich um die fundamentalste
Aussagdiber den Formalismus handelt: die nicht unsinnig zu sein.

Das zweite Theorem scidt also in die gleiche Kerbe wie das erste, nur noch etwas heftiger.
Im ersten wird festgestellt, dass es Wahrheiten gibt die Formalismen nicht erkemreankim
zweiten wird dies versérft zu der Aussage, dass sie ganz und gar fundamentale Wahrheiten
uber sich selbst nicht erkennearinen.

Es muss allerdings betont werden, dass dies keine Ausdmgealie Besclimktheitaller For-
malismen ist. Zwar &nnen in keinem Formalismus fundamentale Aussader den Forma-
lismusselbstbewiesen werden. Andere achtigere Formalismen sind dazu aber sehr wohl in



der Lage. So kann sehr wohl formal bewiesen werden, dass der Formalismus, der die Geset-
ze der einfachen Arithmetik erdl, widerspruchsfrei ist. Dieser Beweis kann aber nicht mit
den “Bordmitteln” des arithmetischen Formalismusidet werden. Man muss schon aus dem
System heraus und auf einéltere Stufe treten. Auf dieser Stufe gilt dann wieder das Gleiche.

Es bedeutet auch nicht, dass ein Formalismus keinerlei Ausghgesich selbst herleiten kann.

Es kann nur nichalles Gber ein Systenmnerhalbdes Systems hergeleitet werden. Ab einer
gewissen Ausdruckahigkeit des Systems auch nicht die seiner Konsistenz. Um bestimmte
wichtige Aussageriiber dieses System herzuleiten, muss man wieder eine Sibér in der
Ausdrucksnachtigkeit gehen. Fundamentale Aussageer ein System erfordern also einen
Blick von auf3en und weiter oben. Das ist nicht wirklizherraschend, oder?

Unterbrechen wir hier unsere Spekulatitiber die ®&delschen Theoreme und wenden
uns der Frage zu, wie es zu der intensiven Ba&f&ung mit logischen Formalismen
kam.

Die Wiederentdeckung der Logik — Aussagenlogik

Die alte Logik legte das Denken in Fesseln, die neue Logik gibt itirgefl Sie hat
meiner Meinung nach, denselben Fortschritt in die Philosophie eitnggfden
Galilei in der Physik eirihrte.
B. Russel (nachd])

Ab dem 18-ten bis ins 19-te Jahrhundert entwickelten sich Mathematik und Naturwissen-
schaften in rasanter Weise. Dabei wurde eidleFneuer Erkenntnisse gewonnen, die sehr
erfolgreich, aber gleichzeitig auch oft genug vage und umstritten waren. Selbst in der scheinbar
so exakten Mathematik wurden von wenigen Grol3meistern wie Euler, den Bernoulis, Fermat,
etc. beachtliche Fortschritte erzielt, indem sie in virtuoser Geatatiit irrationalen und ima-
ginaren Zahlen rechneten, unendliche Reihen aufaddierten oder mit unendlich kledfznGr
hantierten. Diese obskuren Geépfe des menschlichen Geistes waren dabei nicht nur mathe-
matischen Laien wie Musils verwirrtendgling Torlel3 suspekt. Verwundeiiber Rechnungen

mit imagiraren Zahlen, die von soliden Zahlen zu soliden Zahldmeén und dabdiber etwas
gehen, das es nicht gibt, fragt er sich:

“Ist das nicht wie eine Biicke, von der nur Anfangs— und Endpfeiler vorhanden
sind und die man dennoch so sicligrerschreitet, als ob sie ganz dastde?”[13]

Die imagiraren Zahlen erinnern ihn an die dunklen geheimnisvoll&ift€r die unter der ruhig—
soliden Oberfiche der Gesellschaft de@rigerlichen Zeitalters lauern.

Mit seiner 1903 geschriebenen Novelle hat Musil erstaunliche Hellsicht bewiesen und die Ma-
thematik war dabei nicht nur Symbol. Das zarigligende waren zwar nicht die imagren
Zahlen und die Bndigung ist auch nicht so blutig abgelaufen, wie im gesellschaftlichen Be-
reich, aber ab dem gpen 19—-ten Jahrhundert es war an der Zeit das Dunkle aufzuhellen.

Speziell der Begriff des Unendlichen wagklingsbedrftig. Schon die Infinitesimalrechnung,
ein essenzielles Hilfsmittel der modernen Naturwissenschaften, beruhte auf vagerariagekl



unendlichen Summen unendlich kleiner Werte. Geniale Mathematiker konnten mit solchen Din-
gen intuitiv korrekt umgehen. Aber der Kreis deitijen hatte sich dramatisch erweitert. Jetzt
waren sich lawinenartig vermehrende Heerscharen von Lehrern, Ingenieuren und Technikern
am wissenschatftlichen Prozess beteiligt. Eine Systematisierung und Grundlegung der Mathe-
matik war unum@nglich — aber so wenig einfach oder klar, dass man@nuadlagenkriseler
Mathematik diagnostizieren musste.

In dieser Krise ging es um das Wesen mathematischer Erkenntnis, um die Frage, was erkennbar
ist und unter welchen Voraussetzungen mathematische Erkenntnisse und Schlussfolgerungen
als “wirklich wahr” anzuerkennen seien. Das Fundament der Mathematik am Ende des 19—ten
Jahrhundert enthielt zu viele unsicheréfde. Da war eine problematische Mengenlehre, aber
auch schon der elementare Begriff des korrekten Schlussfolgerns erwies als erstaunlich untrivial
und als unsicherer Bestandteil des mathematischen Fundaments.

Wie kommt man von gegebenen Aussagen zweifelsfrei zu daraus abgeleiteten neuen Aussagen.
Auch wenn man nicht so weit gehen will, Schlussfolgern generell mit dem Denken zu identifi-
zieren, so spielt es doch im Denkprozess sicher eine wichtige Rollegled folgern wir aus
vorliegenden Informationen abgeleitete Fakten. Ein typisches Beispiel ist etwa:

Ich habe die Garageiit und ein Motorengeiusch gebrt, also ist unser Auto weg
und ich muss wohl mit dem Bus fahren.

Wir sind dabei intuitiv zu respektablen Leistungéhiy, aber gelegentlich werden auch Feh-

ler gemacht. Im Alltagsleben werden solchelmter im Allgemeinen schnell aufgedeckt und
meist sind sie auch harmlos. Wissenschaftliche Erkenntnisse und die auf ihnen basierenden
technischen Konstrukte brauchen aber eine sicherere Basis als die Intuition.

Mathematische Gesetze werden in einer formalen Sprache formuliert und man beweist Aussa-
gen, indem man von einer Grundmenge an vorgegebenen Axiomen ausgehend mit anerkannten
Regeln des Schlussfolgerns zu neuen Aussagen kommt. Hierbei sind drei prinzipielle Fragen zu
klaren:

¢ Inwelchem Formalismus, welcher “Sprache”, werden Axiome, Aussagen und Regeln des
Schlussfolgerns formuliert.

e \Wann ist eine Aussage wahr.

¢ Welche Regeln des Schlussfolgeriigiien von wahren zu wahren Aussagen.

Nicht, dass Mathematiker solche trockenen Formelspiele betreiliedew, aber im Prinzip
sollte jedes Argument auf eine sichere und zweifelsfraflgare formale Basis gestellt werden
konnen. Alle strittigen mathematischen Begriffsbildungen, Schlussfolgerungen und Berechnun-
gen waren damit objektiv bewertbar.

Die Frage des korrekten Schlussfolgerns ist Thema der Logik. Aristoteles begann mit deren
systematischem Studium und formulierte seine Syllogismen als die Regeln, auf die sich alle
gultigen Schlussfolgerungen seiner Meinung nach reduzieren lassen. Im gesamten Mittelalter
wurde die aristotelische Logik eifrig studiert. Dabei ging es zwar nicht um eine Fundierung



der Mathematik oder der auf ihr aufbauenden Naturwissenschaften, sondern um die Rhetorik
theologischer Debatten. Die Fortschritte dieses ausdehnten Studiums waren auch so gering, dass
der Logiker mit seinen Syllogismen zur Witzfigur des blutleeren Dogmatikers geriet, der seine
Umwelt mit aufgeblasenen Nichtigkeiten und Unsinn langweilt.

Logiker: [...] Alle Katzen sind sterblich. Sokrates ist gestorben.
Also ist Sokrates eine Katze.

Alterer Herr:Und hat vier Pfoten. Richtig, ich habe eine Katze
die heildt Sokrates.

Logiker: Sehen Sie ...

Alterer Herr:Sokrates war also eine Katze!

Logiker: Die Logik hat es uns eben bewiesen.

aus [L0]

Nicht dass hier ein igjtiger Syllogismus dargelegtiwde, aber der Ruf der Logik war in der
Neuzeit soweit dahin, dass sig@ fviele nur noch gutir solche Scherze war.

Eine gute Logik wurde aber dringend gebraucht. In der Grundlagenkrise der Mathematik zeigte
sich, dass die Frage, welche Schlussfolgerungeiszig sind und welche nicht, nicht einfach
intuitiv entschieden werden kann. Und da die Mathematik die Grundlage aller modernen Natur-
wissenschaft und Technik ist, haben Fragen ihrer Grundlage fundamentale Bedeutung.

Die Hauptprobleme der aristotelischen Logik sind die mangelnde Ausdruckskraft und der infor-
male Charakter ihrer Sprache. Nicht einmal einfachste Sachverhalte der Geometrie und Arith-
metik kdnnen in ihr formuliert werden. Um zu einem aussagéigeren Kalkil zu kommen,

uber dessen Regeln und Ergebnisse exakte Aussagen gemacht wé&nden,kwar es drin-

gend notwendig, ihre Sprache zu formalisieren und und ihre Ausdruckskraft zu steigern. Nur
durch eine Formalisierung kann die Logik vom Subjekt zum gleichzeitigen Objekt des Denkens
werden. Nur durch eine Steigerung der Ausdrugkgfkeit der Formalismen sind relevante
Aussagen raglich.

Den ersten Schritt nach einem Jahrtausende langennierschlaf der Logik ging G. Boole

mit seinerMathematical Analysis of Logieon 1847, mit der er didussagenlogiln der heu-

te bekannten Form eiahrte. Die atomaren Elemente der Aussagenlogik sind Aussagen, also
Behauptungen, die entweder wahr oder falsch sémmkn. Aussagendkinen mit Hilfe von
Verneinung und Verkinpfungen wieund, oder zu neuen Aussagen zusammeliggfwerden,
deren Wahrheitswert sich im Kalkder Aussagenlogik aus dem seiner Bestandteile herleiten
lasst. Die Aussagenlogik lehrt etwa, dédssder Bwahr ist, wenn die Aussage oder die Aus-
sageB, oder beide wahr sind. Und das igilig unablangig davon, wa# und B nun konkret
bedeuten. So besgfigt sich die Aussagenlogik bei der zusammengesetzten Aussage

Der Mond ist aus nem Kase(A), oder nachts sind alle Katzen graiB).

weder mit dem Mond noch mit Katzen, sondern nur damit, wie Gesamtaussage von ihren Teil-
aussagen aldimgt, was immer sie sie nun genau bedeuten. Das mag jetzt nicht besonders be-
eindruckend klingen, aber das Prinzip kann auf beliebig komplexe Konstruktionen ausgedehnt
werden und schon bei der Feststellung, ddsan A dann Benau dann wahr ist, werxfalsch

oderA undB wabhr sind, muss man schon ein wenig mitdenken.



Der Zweck des Formalismus besteht nun genau darin, das Mitdenken soweibgliehmzu
eliminieren, um auf bequeme und sichere Art “automatisch” zu richtigen Ergebnissen zu kom-
men. Man unterscheidet dabei dfegiomegenannten Grundannahmen, und Sahlussregeln

Die Axiome werden als gegeben angenommen und durch Anwendung der Schlussregeln kommt
man zu neuenigtigen Aussagen. Das Schlie3en erfolgt dabei rein mechanisch, ohne jede Be-
achtung des Inhalts der Aussagen.

Ein Beispiel fir eine Schlussregel ist
AFAV B

Mit ihr soll ausgediickt werden, dass aus der Wahrheit einer beliebigen Aussatie Wahr-
heit von A oder B(V = oder) geschlussfolgert werden kann. Das Zeichesteht fir folgt
(syntaktischundV ist eine Kurzform voroder. Ein anderes Beispiel ist:

A BFAAB

Wenn A und B wahr sind, dann ist auch die Aussagyeind Bwahr (\ = und. Manche Folge-
rungen sindrautologien sie sind ohne Voraussetzungdilt, z.B.:

FAV-A

D.h. A oder nicht Aistimmer wahr ¢ = nichf). Eine etwas kompliziertere Regel war schon den
Scholastikern unter dem Nam&fodus Ponenbekannt:

AA—BFB

Wenn A wahr ist und aus der Wahrheit voh die von B folgt (— = folgt), dann kann man
schlussfolgern dasB8 wabhr ist.

Die Schlussregeln sollten von ewiger unéskbarer Wahrheit sein — logisch eben. Die Axiome
dagegen stellen unser aktuelles Wisgbar die Welt dar. Angenommen die moderne Raumfahrt
hatte herausgefunden, daks Mars aus alten Schokoriegeln bestelntd die theoretische Bio-
logie postulierte, dass alten Schokoriegeln neues Leben entstdann vare sicher, dass der
Mars von lebenden Wesen bewohnt ist.

Die Schlussregeln definieren ein&alkil der von wahren zu wahren Aussageihit. Ein

Kalktl kann als Maschine betrachtet werden, die wahlweise dazu benutzt werden kann,
um die Qiltigkeit einer Aussage zu bégigen, oder auch um alle Wahrheiten zu generie-
ren.

Pradikatenlogik

Die Ausdruckskraft des Kaiks der Aussagenlogik ist zwar bes&hkt, aber mit ihr war Mitte

des 19—ten Jahrhunderts eine Basrsfine wiederbelebte moderne Logik geschaffen. Die Wei-
terentwicklung der Notation und die Formulierung des weiteréadiRatenkalkils hat ab Mitte

des 19-ten bis zum Beginn des 20—sten Jahrhunderts noch viele Jahre der Logik—Forschung in
Anspruch genommen.

Eine wirklich nitzliche Logik kann sich nicht mit Aussagen als atomaren Einheitentlogggm

1Im Sinne der Lesbarkeit undiifze haben wir auf exakte Definitionen und eine strenge Unterscheidung der
Begriffe verzichtet.



Sie muss auch deren innere Struktur betrachtemkn. Eir die Aussagenlogik sindéize wie

Alle Zahlen sind Primzahlender Der Mars ist unbewohneinfach nur entweder wahr oder
falsch. Sie kann nicht erkennen und unterscheiden, dass hier jeweils allen Elementen einer Men-
ge bzw. einem bestimmten Element eine Eigenschaft, édikat zugeschrieben wird.

In der Sprache der Aussagenlogikinen nur vorgegebene elementare Aussagen zu neuen Aus-
sagen kombiniert werden. Dieradikatenlogikerlaubt es dagegen, elementare Aussagen aus
Pradikaten(Eigenschaften und verallgemeinert Funktionen) zu konstruieren. Wembelie-

biges Padikat darstellt, z.BP(x) = x ist eine Primzahldann ist

P(x)

eine padkatenlogische Aussage. Dazu kommt noch déghdhkeit derQuantifizierung also
die Moglichkeit, Aussageriiber alle oder ein bestimmtes Element machen @onkn. Bei-
spielsweise bedeutet

Vady : P(x,y)

dass esir allez (im ZeichenVz) einy gibt (y), derart, dass’(z, y) wahr ist. FallsP das
Pradikat “goRer” ist kann man so sagen, dassiesHlemente ein Element gibt, dasi@er ist.

Auf diese Art lkonnen aus Variablen, NameiirfElemente und Rdikaten Aussagen zusammen-
gestellt werden. Dazu kommen dann noch die Mittel der Aussagenlogik, z.B.:

Vedy: (y > x) V (y > x)

Die Sprache der Rdikatenlogik ist also eine Erweiterung der Sprache der Aussagenlogik. Ent-
sprechendes giltif ihre Schlussregeln. Sie sind reichhaltiger als die der Aussagenlogik. Ein
Beispiel {ir einen giltigen Schluss ist:

Vo : P(x) — Q(z), P(a) F Q(a)

Mit P(z) alsx ist eine KatzeQ(x) alsx hat 4 Pfoterunda ist Sokratekonnen ihn als klassi-
schen — und diesmal korrekten — Syllogismus konkretisieren:

Alle Katzen haben vier Pfoten, Sokrates ist eine Katze; also hat Sokrates vier Pfo-
ten.

Euklid und die beste aller Welten

Mais Dieu a choisi celuy qui est le plus
parfait, c’esta-dire celuy qui est en
méme temps le plus simple en hypotheses
et le plus riche en phenomenes, ...
Leibniz in [11]

Mathematiker asonieren seltefiber die Zahl der Pfoten von Sokrates, sie haben Probleme
in anderen Welten. Seit gut 2000 Jahren ba#tapen sie sich beispielsweise mit einfachen
geometrischen Figuren: Kreisen, Dreiecken und so weiter. So formulierte Euklid schon ca. 300
v.C. in seinem Buch deElementealles Wesentlichéber die Geometrie der Ebene. Das Werk

ist Langzeit—Bestseller der Weltliteratur und vorbildlidir flie Mathematik. Ein kleiner Satz
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von Axiomen beschreibt unmittelbar einleuchtend die grundlegenden Rabéeigeometrische
Figuren:

1. Zwei Punkte legen eine Gerade fest.
2. Eine Gerade hat keinen Endpunkt.

3. Jedes Segment einer Geraden definiert eindeutig einen Kreis mit diesem Segment als
Radius.

4. Alle rechten Winkel sind gleich.

5. Durch einen Punkt geht genau eine Gerade, die eine vorgegebene andere Gerade nicht
schneidet. (Parallelenaxion: Jede Gerade hat genau eine durch einen Punkt gehende Par-
allele.)

Aus diesen Axiomen leitete Euklid eine Vielzahl geometrischer Aussagen ab, nicht formal, son-
dern in nafirlicher Sprache. Das war das Vorbild der mathematischen Arbeit. Wenn die Regeln
des Schlussfolgerns korrekt sind, simken alle (mathematischen) Wahrheiten erkannt werden.
Axiome, die offensichtlich mit der Wirklichkeitibereinstimmen, und korrekigerpiifbare
Schlussregeln (ein KalK) liefern alle undnur die wahren Fakten einer mathematischen Welt.

Die “geometrische Methode” war bésidiges und weitgehend unerreichtes Vorhildden Rest

der Mathematik. Die, je weiter sie sich im 17—ten und 18—-ten Jahrhundert entwickelte, sich
um so weiter von ihr entfernte. Es war aber nicht nur die damals neue Infinitesimalrechnung,
auf die “Geometer” nur mit leichter Verachtung sehen konnten, bereits die simple Arithmetik
war ohne axiomatische Grundlage und wurde damit nicht wirklich alsernathematische
Wissenschaft angesehen.

Aber auch das hehre Vorbild musste sich Zweifel und kritisclékdleien gefallen lassen. Ein
Axiomensystem sollte gewissésthetischen Ansfichen geiagen und nicht aus einem Sam-
melsurium zuéllig zusammengetragener Fakten bestehen:

o Widerspruchsfreiheit (Konsistenz): Kein Axiom widerspricht einem anderen.
e Unablangigkeit: Kein Axion ist aus einem anderen ableitbar.

¢ \DlIstandigkeit: Aus den Axiomen sollten alle Fakten ableitbar sein.

Waren Euklids Axiome nicht in jedem dieser Punkte vorbildlich, &tidn sich die Mathemati-
ker nichtuiber so viele Generationen damit begitigt. Aber waren sie perfekt?

Das finfte Axiom, das Parallelenaxiom, kam bereits deniffaim Euklids verdchtig vor. Im
Vergleich zu den anderen Axiomen ist es ailif komplex und girt damit das Gesamtbild.
Vielleicht war Euklid einfach nicht in der Lage zu zeigen, dass es aus den anderen Axiomen ab-
geleitet werden kann. In der Folge haben Generationen von Mathematikern vergeblich versucht
Zu zeigen, dass sie besser als Euklid sind, indem sie es beweisen, d.h. aus den anderen Axiomen
ableiten. — Nairlich waren sie nicht besser, alle diese Beweise waren falsch.
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Bei den Versuchen, den Status des Parallelenaxioms zum Rest der Axiomaren, kan-

den Mitte des 19—-ten Jahrhunderts mehrere Forscher @nglghvoneinander heraus, dass es
tatsachlich von den anderen Axiomen unablgig war. Man kann eine konsistente Geometrie
betreiben, ohne das umstrittene Axiom zu verwenden. Man kann sogar sein Gegenteil anneh-
men, sowohl in der Form, dass es zu jeder Geraden mehrere Parallelen gibt, als auch in der, dass
es keine Parallele gibt. Beidgghrt zu keinerlei Widerspruch.

Natirlich hat in der Geometrie der Ebenen in der wirklichen Welt jede Gerade eine Parallele,
die Geometrie, in der dies nicht der Fall ist, muss eine andere seimsiiade Geometrie

Das Parallenaxiom stellte sich nicht nur als urdaidig von den anderen heraus, es war in einer
ganziberraschenden Weise unalblgig. Man hatte erwartet, dass es entweder aus den ande-
ren ableitbar ist, oder dass die anderen allein zu schwach sind, um eine sinnvolle Geometrie zu
definieren. Statt dessen zeigte sich, dass die ersten vier Axiome ein habkgiandiges geo-
metrisches System definierten. Nimmt man das Parallelenaxiom hinzu, dann wird aus ihm eine
Beschreibung der Geometrie unserer Anschauung, nimmt man eine beliebige andere Variante
dieses Axioms hinzu, dann wird daraus die Beschreibung uns fremder Welten. Deren Fremdheit
wird zwar ein wenig dadurch gemildert, dass sie teilweise noch der Vorstelluagglich sind,

so kann die “Ebene” als Kugelobetfihe und die Gerade als GroR3kreis interpretiert werden, in
einer Welt in der es keine Parallelen gibt.

Wenn, wie Leibniz meintGott die beste aller Welten als die gé&wit hat, in der die gof3te
Vielzahl an Planomenen aus den einfachsten Hypothesen, foégin leben wir offensichtlich
nicht in der besten aller Welten, sondern in einer von vielen Welten. Eine die eine gewichtige
und recht unelegante Hypothese braucht, um daséihen von genau einer Parallelen pro
Punkt und Gerade zu erzeugen. — So viel an Axiom—Taxsd wenig an Pimomenen.

Es war an der Zeit genauer déer nachzudenken, was mathematische Theorien eigentlich be-
deuten und in welcher Beziehung sie zu den “wirklichen” Wahrheiten stehen.

Hilbert und sein Programm

Wir milssen wissen,
wir werden wissen.
David Hilbert, nach §]

Die Geometrie Euklids war das Vorbild bei der Entwicklung einer sauber fundierten Mathema-
tik. Wenn die Axiome erst einmal in zufriedenstellender Weise formal exakt definiert sein soll-
ten und der allgemeine logische Kallendlich einmal festliegt, dann kann sie als gekund
abgeschlossen betrachtet werden — und andere, schwierigere mathematische Thaogan k
folgen.

Da gab es genug zu tun. Beispielsweise waren die reellen Zahlen, mehr intuitiv als mathema-
tisch exakt gefasst, aber schon die simpleruri@hen Zahlen harrten einer axiomatischen—

2 F.K. Schweikart in einem Brief an Gaus, zitiert naihBeite 92

3 Die Axiome Euklids sind nicht vollgindig. Es gibt geometrische Fakten, die sich nicht aus ihnen ableiten
lassen. Hilbert hat allerdings ein im wesentlictéguivalentes vollgindiges und formales Axiomensystem ange-
geben.
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deduktiven Behandlung. Dazu kam dann noch die Mengenlehre, die sich als fundamentaler
Grundbaustein der Mathematik erwies. Der Kampf um die Grundlagen der Mathematik wurde
also Mitte bis Ende des 19—-ten Jahrhunderts an folgenden Fronigmrigef

e Logik: wie lassen sich wahre aus wahren Aussagen korrekt undamdist schlussfol-
gern; in welcher Sprache und Notation lassen die Fakten sichiaiksair?

e Grundlegende Mathematische Theorien, wie etwa:

— Geometrie: Welchen Status haben die Euklidschen Axiome, was ist mit dem Paral-
lelenaxiom?

— Zahlen: Wie sieht eine axiomatische Fundierung deiimiahen und der reellen
Zahlen aus?

— Mengenlehre: Welchen Beitrag liefert die Mengenlehre zu einer Fundierung der Ma-
thematik und wie kann sie selbst formal exakt nach der axiomatischen Methode
definiert werden.

Es war Zeit imuppig zugewucherten Garten der Mathematik geordnete Pfade und Rabatte an-
zulegen. Das Ziel war klar und der Weg dahin auch. Die gesamte Mathematik sollte auf Axiome
und ein Kalkil begiindet werden.

¢ Ein formalesAxiomensystereschreibt die mathematischen Grundfakten.
e Ein Kalkul (Deduktionsregeln) formalisiert disogik und erlaubt es

— jede korrekte mathematische Aussage herzuleifarizihlbarkeit aller Wahrhei-
ten), sowie

— zu jeder mathematischen Aussage angebentrunén, ob sie wahr ist oder nicht
(Entscheidbarkejt

e Der Kalkill sollte natirlich konsistent sein und nur wahre Aussagen herleitbar machen
(Korrektheit)und

¢ er sollte alle wahren Aussagen herleitémken(Vollstandigkeit)

Der Plan war ehrgeizig, aber sinnvoll und hatte gute Aussichten zu gelingen. David Hilbert
formulierte ihn im Jahre 1900 noch einmal explizit in einem Vortrag vor dem internationalen
Mathematikerkongress in Paris, damit war eHlberts Programngeworden.

Hilbert war berufen ihn zu veilnden und ergdies tat auf der Basis wesentlicher Fortschritte

in der mathematischen Grundlagenforschung.&tinst war es ihm selbst, in sein@nundla-

gen der Geometriggelungen die Euklidsche Geometrie mit einem formalen, konsistenten und
vollstandigen Axiomensystem auszustatten. Damit hat er den Mal3stab gesetzt — den Mal3stab
des Formalen.

Man muss jederzeit an Stelle von “Punkten”, “Geraden”, “Ebenen”, auch “Ti-
sche”, “Stuhle”, “Bierseidel” sagen lonnen.
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empfahl et um Missversindnisse auszuschlieBen, die durch intuitive undglitthe Interpre-
tation der Begriffe entsteherdknen. In drastischer Weise brachte er damitfdemalistischen
Standpunkkzum Ausdruck:

Die Bedeutung mathematischer Begriffe ist nicht relevant, es kommt nur auf ihre
Beziehungen zueinander an und die werden durch Axiome und logischi#@leKalk
bestimmt.

Er und die anderen Formalisten waren sicher nicht der Meinung, dass mathematische Begrif-
fe keine Bedeutungéiten. Nur war dieseuf sie kein Thema der Mathematik, sondern be-
stenfalls philosophische Spekulation. Der formalistische Standpunkt hatte um die Jahrhundert-
wende einige Argumenteif sich. Mit Boole und seiner Aussagenlogik hatte die Entwicklung
einer modernen mathematischen Sprache der Logik gut begonnen. Forscher wie Peirce und
Frege entwickelten danach den Killder Padikatenlogik.Innerhalb weniger Jahre hatte die
Logik damit mehr Fortschritte gemacht, als in Jahrtausenden zuvor. Peano hatte eine Axioma-
tisierung der nairlichen Zahlen gefunden, Cantor den Grundstein einer Mengenlehre gelegt,

Antinomien und die Grundlagenkrise

Diesen Hinweis bitte nicht beachten!

Um die Jahrhundertwende traten danatplich die sogenannten Antinomien oder Paradoxien
auf. Es zeigte sich, dass bei einem naiven Gebrauch der formalen Sprache witldisipe
Aussagen raglich sind. Cantor selbst entdeckte die Problematik séitierenge

X = {z|xisteine Menge} (enthalt X sich selbst als Element?)

Er berichtete Hilbert, dem damaligen Papst der Mathematik, schon vor 190BedaCantor
und wohl auch Hilbert nahmen das nicht sonderlich ernst. Sie erwarteten, dass es sich um ein
|osbares Problem handelte.

Die Alarmglocken schrillten erst, als der sprach— und publikationsgewaltige Russel 1902 eine
griffigere Form solcheAntinomienpublizierte und mit ihnen die Grundfesten der Logik und
Mathematik ersciittert sah. Am bekanntesten ist B. Russels “Menge aller Mengen, die sich
nicht selbst als Element enthalten.”:

{X|X ¢ X}  (Russels Antinomie)

Die Frage, ob diese Menge sich selbst als Elemengdirfithrt unweigerlich zu einem Wider-
spruch:

XeXxXeXex

Wenn X sich selbst nicht en#it, dann muss sie sich, per Definition enthalten. Wenn sie sich
nicht entlalt, dann muss sie sich, wieder per Definition, enthalten. Die DefinitiorXisheine
Variante des klassischen Barbierparadoxons:

4 zitiert nach [], Seite 26
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Im alten Theben (manchmal auch Sevilla) gab es einen Barbier der alle rasiert, die sich nicht
selbst rasieren.

Rasiert er sich selbst, dann rasiert er sich nicht selbst. Rasisert er sich nicht selbst, dann muss
er sich selbst rasieren. Die alten Griecheibgiteniiber dem liignerparadoxon

Alle Kreter ligen, sagte der Kreter.

Mit solchen Spielereien kann man ganzécBer fillen ([9]). Fur Oscar Wild waren sie nur
Wahrheiten, die einen Kopfstand machen, um mehr Aufmerksamkeit zu etrnegeéman ist
durchaus versucht sie als Kindereien abzutun, die keinen Bezug zu einer ernsthaften Wissen-
schaft haben. Aber andererseiténken Formalismen, in denen solche wideiisptichen Aus-

sagen mglich sind, die Basis der Mathematik und damit aller Naturwissenschaften bilden? Das
Problem musste unbedingt get werden.

In ihrem monumentalen WerRrincipia Mathematica3 Bande 1910 — 1913) konnte Russel
dann zusammen mit A. Whitehead zeigen, wie mit Hilfe von Type&asgije von unzaksigen
Aussagen getrennt und wie, auf Basis deaggigen, ein Logikkallkd entwickelt werden kann,

indem die Gesetze der Arithmetik formuliert werdegimken. Statt der Typtheorie Russels und
Whiteheads verwendet man heute die axiomatische Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel,
doch das ist nicht weiter relevant, da be#&tpiivalent sind.

In der Typtheorie unterscheidet man Typen und verbietet deren Vermischung in mathematischen
Aussagen. So géinen beispielsweise Objekte, Mengen von Objekten und Mengen von Mengen
von Objekten zu unterschiedlichen Typen. Auch Relationen und Funktionen sind von anderem
Typ, als die Objekte auf denen sie operieren. Im Russelschen Paradoxon werden die Typen
vermischt, es ist damit nicht zgsig.

Das ist das Prinzip der Typisierung, wie man es bei modernen Programmiersprachen wie C++,
Java findet. Auch dort kann man an einen Parameter kein Argument vom falschébhérge-
ben. Der Test € z in

{X]X ¢ X}
kann beispielsweise als Aufrubt enthaelt(x,x) einer Funktion

bool enthaelt (Element e, Menge m) { .... }

angesehen werden. Ein solcher Aufruf ist immer ein Typfehler, da die beiden Argumente
von enthaelt  unterschiedliche Typen haberniissen und darum niemals die Gleichen sein
konnen.

Die Typtheorie legt nahe, zwischen Objekten sowie Relationen und Funktionen auf diesen Ob-
jekten zu unterscheiden. In d8tufeneinteilung der Rdikatenlogikwird diesem Unterschied
Beachtung geschenkt. In der ersten Stufe sind nur solche Aussagen erlaubt, in denen Quantifi-
zierungen sich ausschlie3lich auf Elemente beziehen. QuantifizierimgerRelationen oder
Funktionen sind nicht erlaubt. In der&likatenlogik erster Stufe ist es also beispielsweise er-
laubt zu sageriJedes x mit der Eigenschaft P hat auch die Eigenschaft @er es ist nicht
erlaubt zu sageftf Ur jede Eigenschaft P gilt, x hat die Eigenschaft P oder es hat sie nicht”

5 nach p]
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Kronecker und die bescheidene Rolle Gottes in der Mathematik

Die natirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk.
Leopold Kronecker

Die Antinomien bzw. Paradoxien waren zwar die publikumswirksamsten Querelen der Grund-
lagenkrise, aber es waren nicht die einzigen. Einer prominenten Schule von Mathematikern
passte die gesamte Richtung nicht, die die moderne Mathematik nahm, sie misstrauten dabei
grundstzlich vielen Ergebnissen und hielten die hicht korrekt und vertrauensidig herge-

leitet.

Speziell die Mengenlehre Cantors zog die Abscheu Kroneckers und anderer Vertreter dieser
Schule auf sich und das brachte den tief verletzten Cantor dazu, sich aus der mathematischen
Gemeinschaft ziiick zu ziehen. Diese Reaktion war sicligertrieben und ein Verlusiif die
Mathematik, aber um Cantors psychische Gesundheit war es auch nicht besonders gut bestellt.
Ob dies Ursache oder Folge seiner Profession war sei, genau wi@tel, @ahingestellt.

Kroneckers Aussprucbiber die ndirlichen Zahlen, die — als einzige (!) — von Gott gemacht
wurden, ist Bestandteil des universellen Zitatenschatzes. Er wollte damit nicht etwackesdr

dass die ndfrlichen Zahlen etwas besonders verehrunigsiges sind. Die Betonung liegt auf

dem anderen und dem Menschenwerk. Es ist ein LeitsprucKatestruktivstendie das Kon-
struierte der mathematischen Dinge betonten. Alle mathematischen Objekte sind konstruiert
und nur das explizit Konstruierte ist als “richtiges” mathematisches Objekt zu akzeptieren. Von
dieser Regel kann man bestenfalls diginiathen Zahlen ausnehmen, die “irgendwie” schon da
sind — vielleicht durch Gottes Wille.

Den Unwillen der Konstruktivsten an der modernen, in ihrer Sicht zu spirituellen Mathematik
kann man leicht an dem h@rmtenAuswahlaxiondarlegen. In diesem Axiom wird behauptet,
dass es zu jedem System nicht-leerer Mengen eine Funktydst, die aus jeder dieser Mengen
ein Element aus@éhlt. Das Auswahlaxiom kann in mathematischen Beweigerfigneingesetzt
werden und klingt auch seliiberzeugend: Warum sollte man nicht innerhalb einer Kollektion
von nicht-leeren Mengen, jeder dieser Mengen ein Elementahswdonnen?

Was Kronecker und die anderen Konstruktivsten darar st, dass hier nur dieine Existenz

von etwas behauptet wird, aber nicht angegeben wird, wie es denn im Zweifeldtahguuie-
renware. Bei endlichen Mengen ist die Konstruktion kein Problem. Man gibt aus jeder Menge
einfach ein Element an. Bei unendlichen Mengen von unendlichen Mengen kann aber mit dem
Auswahlaxiom die Existenz von abenteuerlichen Gebilden erschlossen werden, von denen nie-
mand weil3, wie sie zu konstruiererawen und die darum durchaus mit Recht ein gewisses
Misstrauen auf sich ziehen.

In der sogenannten Grundlagenkrise der Mathematik haben wir es also mit einer Gemengelage
zu tun

e aus nachtigen und produktiven neuen mathematischen Ergebnissen, die aufastegekl
Prinzipien basieren,

e vermischt mit grof3en Fortschritten in den “Grundlagehfern” Logik und Mengenlehre,
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¢ die sich abeflberraschend als durchaus problematisch herausstellten

e und einer prinzipiellen Diskussion zwischen diversen Varianten an Formalisten und Kon-
struktivisten daiiber, was das Wesen der Mathematik ist und wie mariissty argumen-
tieren kann.

Syntax, Semantik und Bedeutung in der Welt der Logik

Die Bedeutung eines Wortes ist das, was diedttkig der Bedeutung erit.
L. Wittgenstein, Philosophische Untersuchungen

Der Charakterisierung von Hilbert und anderen als “Formalisten” haftet etwas Negatives an,
das relativiert werden muss. Sie waren weder der Meinung, dass es keine wirklichen mathe-
matischen Objekte gibt, noch empfahlen sie, dass die Mathematiker aller Intuition entsagen,
und nur noctbde Spiele mit digen Formeln spielen sollten. Sie waren aber der Meinung, dass
Spekuliererniiber die Existenz oder Nicht—Existernir Mathematiker nur nach Feierabend und
sonntags nach der#finmesse erlaubt ist. Ebenso sollten intuitive Argumente zwar weiterhin wie
ublich verwendet werden, aber im Zweifelsfall sollte jeder Beweis akribisch in einem logischen
Kalkul nachvollziehbar sein.

Hilbert vertrat dabei durchaus eine respektable Meinung. Die Rolle derikalidirde man

heute einem Computerprogramm zuweisen. Dieses Programm — einmal als korrekt bewiesen —
konnte dann bei der Eingabe eines Beweises akribisch entscheiden, ob der Beweis korrekt ist.
Weiter kbnnte es in einer endlosen Folge alle nuwginchen korrekten Beweise und damit alle

nur moglichen korrekten Behauptungen produzieren. Oderoesite auch, durch systemati-
schen Vergleich mit dieser Liste von Wahrheiten herausfinden, ob eine vorgelegte Behauptung
korrekt ist. Das ist daEntscheidungsproblendas — lange unter diesem (deutschen) Namen —
einen wesentlichen Einfluss auf Turing und andere Pioniere der Informatik hatte.

Das Ziel war also die automatische Kontrolle der Wahrheit mathematischer oder auch beliebiger
anderer formalisierbarer Aussagen. — Ein Projekt der Logik und der Mathematik, aber auch
eins der Informatik. Das Problem war nicht nur die Ungeheuerlichkeit des Plans — es musste ja
das gesamte mathematische Wissen in ein Axiomensystem gepresst werden. Die Formalisten
hatten auch ein mentales Problem. Sie wollten ein System Zduriy und Erzeugung von
Wahrheiten, aber sie scheuten sich wie der Teufel vor dem Weihwasser davor, so etwas wie den
Begriff “Wahrheit” ernsthaft zu untersuchen.

Erst als die Hemmschweligberwunden und eine saubere Definition der Semantik in Angriff
genommen war, konnten diéachsten substanziellen Fortschritte erzielt werden. Werfen wir
also einen etwas genaueren Blick darauf, was die Logiker mit korrekt undaraligt genau
meinen, denn es ist ihre Attber die Wirklichkeit und deren geistige Abbilder zu reden. Sie
unterscheideformale Systemend diewirklichen Dinge Das Wirkliche nennen sie Strukturen.
Eine Strukturist so etwas wie die natlichen Zahlen, oder die Menge aller Punkte in einer
Ebene, oder sonstige mathematische Objekte die miteinander in Beziehung stehen.
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Syntax und Semantik Man unterscheidet also sauber zwiscBgntaxundSemantikDie Syn-

tax basiert auf den Zeichen formaler Spracheiine solche “Sprache” erdht Zeichen. Die
Sprache der Aussagenlogik ealihZeichen @ir Aussagen. Bei der ausdruckdteren Padika-
tenlogik sind es Zeicheriif Objekte, sowieiir Funktionen und Relationen auf diesen Objekten.
Den syntaktischen Gebilden stehen auf Seiten der Sem@intikturengegeniber. Eine Struk-

tur ist also eine Menge von realen (?) mathematischen Objekten zwischen denen bestimmte
reale Beziehungen bestehen. Objekte sind Werte bestimmter Funktionen, die auf andere Objek-
te angewendet werden, etc.

e Welt derSyntax:Sprachen die aus Zeichen bestehen, wobei Zeichen unterschieden wer-
den als solchetir Objekte, Funktionen und Relationen. Die Zeichémiken nach be-
stimmten Regeln zusammengesetzt werden.

o Welt der Semantik:Strukturen jeweils bestehend aus Objekten, Funktionen, Relationen,
die in einer realen Beziehung zueinander stehen.

In der Welt der Syntax hat beispielsweise eine Sprdchat den Zeichera, b undf , wobei

a und b Objektzeichen sind unfl ein Funktionszeichen ist. Nach den syntaktischen Regeln
ist es dann erlauldifa,b)  oderf(a,f(b,a)) zu bilden. In der semantischen Welt haben
wir dagegen beispielsweise die Struktur derimnathen Zahlen mit den Objektehund 2 die
Funktion+ und kdnnenl + 2 oderl + (2 + 1) bilden.

Bedeutung Den syntaktischen Objekten einer SpratHeann in einer Struktud eine Bedeu-

tung zugewiesen werden, indem jedem Objekt—Zeichen ein Objekt und jedem Funktions— und
Relationszeichen eine Funktion bzw. eine RelatioMizugewiesen wird. Man spricht dann

von einerL—Struktur. Eind_—Struktur.A ist also eine “Welt” mathematischer Objekider die

man in der Sprachke reden kann.

Bedeutung (Interpretation)Abbildung einer Sprache (Syntax) auf eine Struktur
(Semantik)

Beispielsweise &nntena, b undf die Bedeutund, 2 und+ haben.

Gultigkeit Die Sprachd. kann man um logische Formeln erweitern. Eine solche Formel ist
etwa

(P(a) A P(b)) — P(f(a,b)).

Eine Formelp kann, bei einer bestimmten Interpretation ihrer Zeichen, nun in &rstruktur
A gultig (wahr) sein oder nicht. Im ersten Fall schreibt man:

AE¢  (¢istwahrinA)
Beispielsweise ist die Formel
Vo f(x,1) >z

in der Struktur der ndtrlichen Zahlen\ giiltig (wenn f als Addition interpretiert wird), oder
kurz:

N EVe.f(z,1) > (r +1 > zistin \/ gultig; AV ist Modell vonz + 1 > )
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Modell Wenn eine Formep in A gultig (wahr) ist, dann sagt man auch, daé=in Modell

von ¢ ist. Ein Modell ist in der Logik also etwas aus der semantischen, der “wirklichen” Welt,
das einen Sachverhalt “modelliert”! Man lasse sich nicht von dieser Umkehrurightieien
Interpretation des Wortes “Modell” irritieren.

Manche Formeln sind in allen Struktureiiltig. Man nennt sie danallgemeingiltig. Beispiels-
weise isty V —¢ allgemeingjltig. In dem Fall schreibt man

= ¢ (¢ ist allgemeindiltig)

Eine allgemeingltige Formel im Kalkil der Aussagenlogik nennt marautologie Allge-
meinglltige Formeln sind ewige, logische, von der Wirklichkeit unébgige Wahrheiten.

Die exakte Definition der Semantik der Kélke war aber Voraussetzungrfein sinnvolles Re-
denuber deren Korrektheit und Voleshdigkeit. Erst mit dem Sich—Einlassen auf diese “philoso-
phischen Definitionen” war nicht nur ein Fortschritt in der Logi&gfich, es hat auch innerhalb
kurzer Zeit zu einem reichhaltigen neuen mathematischen Gebiet, der Modellthearret.gef

Syntaktisches und semantisches Schlussfolgern

Captain Kirk:Analyse Mr. Spock!

Dem semantischen Begriff der Wahrheiil@gkeit kann man den syntaktischen der Ableitbar-

keit, bzw. des syntaktischen Schlussfolgerns gébenstellen. Dasyntaktische Schlussfolgern

ist ein mechanischer Prozess. Bhit durch quasi automatisch von Aussagen zu neuen Aussa-
gen. Ein solcher Mechanismus des Schlussfolgerns ist ein erstrebenswertes Ideal, denn mit ihm
konnen wissenschaftliche oder sonstige Aussagen objektiafjepzw. generiert werden, ohne

dass ein Rckgriff auf eine irgendwie geartete Begabung, Intuition oder Geatatibtwendig

ist, deren Vorhandensein ja stets angezweifelt werden kann.

Syntaktisches SchlussfolgernEine Formelp folgt aus einer Menge von Axiomehi (¢ ist aus
F ableitbar), wenn sie nach den Regeln des Kisllaust’ generiert werden kann. Man schreibt
dann

F+¢  (¢folgt syntaktisch aug’)

Hier steht fur den syntaktischen Prozess des Schlussfolgerns, der es eflauliteweisen.
Oder, prosaisch auf der syntaktischen Ebene formuliert: Es gibt eine korrekte Anwendung der
Ableitungsregeln voir, die vonF' zu ¢ fuhrt.

Die moderne Logik hat diesem klassischen Begriff eine Semantik gbgeryestellt, die es
erlaubt von Giltigkeit oder Wahrheit zu reden:

AE¢ ¢ ist gultig in A
Zu diesem @ltigkeitsbegriff definieren wir eine passende inhaltliche Ableitung.

Semantisches SchlussfolgernEine Aussage) folgt semantischaus einer Formelmengg,
wenn in jeder Welt, in der die Aussagen d@usvahr sind, auclky wahr ist. Man schreibt dann:

FlEo (¢ folgt semantisch/logisch aus)
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Etwas paziser wird dasiber den (logischen) Modellbegiff von oben ausgett: Eine Formel
¢ folgt semantisch aus einer Formelmernigewenn jedes Modell vori” auch ein Modell von
¢ ist.

(Fl¢) & (ARF = Al9)
Je kleiner die Formelmengeist, um so gol3er ist die Zahl der “Welten” in denen sigltg ist.
Verschiedene Welten haben édich um so weniger Gemeinsamkeiten, j@@er ihre Zahl ist.
Der semantische Folgerungsbegriff erfasst das Gemeinsame dieser Welten. Aus einer kleinen
Formelmenge kann man wenige Fakteableiten.

F klein
= Viele Amit A= F
= Wenige¢ mit A |= ¢ fur alle diesed
= Wenige¢ mit F' = ¢.

Wenn F' beispielsweise die Euklidschen Axiome ohne das Parallelenaxiom sind, dann be-
schreibt ' mehr Welten, als nur die Geometrie unserer Anschauung. Dag’' asleitbare

ist auch in unserer Geometriélgig, aber auch noch in anderen seltsamen Welten ohne Paralle-
nen oder solchen mit vielen Parallen. Nehmen wir das Parallelenaxiom hinzu, daankschr

wir die Modelle auf die uns bekannte Geometrie ein.

Vielleicht treffen wir dann “unsere Geometrie” genau, vielleicht auch nicht. Nun bei der Geo-
metrie ist das so, zumindest mit den Hilbertschen, statt den Euklidschen Axiomen. Generell
stellt sich aber die Frage, ahit irgendeinem (endlichen) Axiomensystem eine mathematische
Welt unserer Anschauung genau (!) charakterisiert werden kann.

Insgesamt haben die mathematischen Logiker zwei Begriffe des Folgerns definiert, einen syn-
taktischeriWas kann ich ableiten'und einen semantischéwelche Wahrheiten folgen'wo-
bei der zweitdiber den Gltigkeitsbegriff,“Was ist in welcher Welt wahreingefihrt wird:

F+ ¢ ¢kannaugt syntaktisch abgeleitet werden

AE ¢ ¢istdlltig (wahr)inA

F = ¢ Wo auch immet wabhr ist, ist auchy wahr
Das syntaktische Schlussfolgern ist das seit Aristoteles Untersuchte. Sehr lange war es der ein-
zige Begriff des Schlussfolgerns, den ernsthafte Mathematiker betrachtet haben. Ohne einen
Bezug auf auf die Wahrheit, oder bescheidener, auf eine semantische Komponente, sind alle
syntaktischen Ableitungen sinnlose Formelspielereien. Das wusstictauch die mathe-
matischen Logiker aller Zeiten. Trotzdem hat es bis zu Beginn des 20—sten Jahrhunderts gedau-
ert, bis man sich an eine gmise Definition dieser Komponenten herangetraut haglicher-
weise aus Angst vor allzu philosophischen Spekulationen, oder allzu spekulativer Philosophie.

Korrektheit und Vollst andigkeit des Schlussfolgerns

Der ideale syntaktische Prozess zufifang oder gar Generierung von Wahrheiten sollte
natirlich korrektsein und diese Korrektheit sollte idealerweise auch bewiesen weddereR.
Die Korrektheit des Schlussfolgerrskt sich nur durch einen Bezug auf die “reale” Welt, die
Semantik, die Wahrheit der bewiesenen Aussagen definieren.
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Die Korrektheit des syntaktischen SchlieReegt sich, wenn es am semantischen Schlie3en
gemessen wird. Wenn also alles aus wahren Formeln Abgeleitete auch wabhr ist.

Korrektheit des syntaktischen Schlussfolgerns Ein syntaktischer Ableitungsmechanismus
ist korrekt wenn jedes Modell der Voraussetzungériner Schlussfolgerung auch ein Modell
der gefolgerten Aussageist. Kurz:

Aus F' F ¢ folgt F' = ¢ (Korrektheit vont-)
Man kann auch lirzer sagert; ist korrekt, wenn alles Abgeleitete wabhr ist.

Der komplemerére Begriff zur Korrektheit ist di&/ollstandigkeit Bei der Korrektheit geht

es darum, ob das formal Abgeleitete wahr ist. Bei der \@fdigkeit eines Kallls geht es
umgekehrt darum, ob das Wahre auch abgeleitet werden kann. Auch dies kann mit Hilfe des
Modellbegriffs formuliert werden.

Vollstandigkeit des syntaktischen SchlussfolgernsEin syntaktischer Ableitungsmechanis-
mus istvollstandig wenn jede Aussaga, die in jedem Modell der Voraussetzunggrgultig
ist, syntaktisch aug’ gefolgert werden kann:

AusF = Afolgt F - A (Vollstandigkeit vort-)
Man kann auch lirzer sagert; ist vollstandig, wenn alles Wahre ableitbar ist.

Der Kalkil der Aussagenlogik ist korrekt. Dies nachzuweisen bereitet Logikern keirfeeM

Auch die Korrektheit der Rrdikatenlogik &sst sich einfach beweisen. Vor den harschen Auf-
forderungen zur Bescheidenheit durch seine Undildigkeitstheoreme, spendiertéd|

den formalen Systemen ein positives Ergebnis. Er zeigte in seiner Dissertation von 1929 die
\olistandigkeit des Kalidls der Padikatenlogik. Dieser Beweis ist a&dels Vollsndigkeits-
satzbekannt geworden und in die Geschichte der Logik eingegangen. Dies war ein wichtiger
Schrittim Programm Hilberts, auch wenn er kurz darauf mit seinem Unaotisgkeitstheorem
diesem Programm seine Grenzen aufzeigte.

Genau gesagt, bewieso@el nicht die Vollshndigkeit der Padikatenlogik sondern die
\ollstandigkeit derPradikatenlogik erster Stufé/erschiedene Kalldle unterscheiden sich in

der Ausdruckskraft ihrer Sprache. Eine alte Unterscheidung ist die zwischen Aussagenlogik
und Padikatenlogik. In der Aussagenlogik werden Aussagen, die als Ganzes wahr oder falsch
sein Knnen, zu neuen Aussagen veikft. Die Padikatenlogik entélt dazu noch Rdika-

te (Eigenschaften) und Funktionen und kann quantifizierende Aussagen machen, etwa solche
von der Art, dass eine Eigenschaft auf alle oder mindestens ein Ding zutrifft. Die Stufen sind
Verfeinerungen in der Einteilung der logischen Ktk

In der Padikatenlogik der zweiten Stufe sind Quantifizierungen voadiRaten und Funk-
tionen erlaubt. Die Rdikate und Funktionen iissen allerdings auf Elementen operieren. In
der rachsten, der dritten Stufédknen dann Rdikate quantifiziert werden, die Aussagédyer
Pradikate machen und so weiter.

Die \WolIstandigkeit und Korrektheit der Bdikatenlogik kann man so interpretieren, dass die
Welten, in denen die Gesetzte deéaélikatenlogik gelten, durch deré&lkil exakt charakteri-

siert werden. Jedes Faktum, das in all diesen Welten gilt, kann abgeleitet werden, jedes ableitete
Faktum gilt in all diesen Welten.

Der pure Padikatenkalkil ist nun aber noch keine Mathematik. Mathematik betreiben wir erst,
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wenn es so etwas wie geometrische Figuren oder Zahlen oder Sonstiges gibt. Dinge also die
durch zusatzliche Axiome definiert werden. Die Axiome der Mengenlehre definieren die Welt
der Mengen, die Axiome der natichen Zahlen charakterisieren die indichen Zahlen. Setzen

wir den richtigen logischen Kaik auf diese Axiome an, dann bekommen wir eben alle und nur
die Aussagen, die in den Mengen, denimii¢hen Zahlen, etc. gelten.

Das ist das Hilbertsche Programm: finde die richtigen Axioimelfe diversen mathematischen
Welten, finde den richtigen Kal, dann kannst du alle und genau die Fakten ableiten, die in
diesen Welten gelten. Nun hat@el bewiesen, dass genau dies prinzipiell nichgheh ist. —
Welche philosophischen Konsequenzen das nun auch habenimdgnf‘Unterhaltungswert”
der Mathematik —iir Mathematiker — ist es ein Gtk.

Kalk Ule die rechnen lkbdnnen, sind nicht vollséndig

Die Pradikatenlogik der ersten Stufe ist volisidig. Alles, was in allen Welten gilt, die ihren
logischen Gesetzen gehorchen, kann syntaktisch abgeleitet werden. Man kann dies auch algo-
rithmisch fassen: Die Rdikatenlogik erster Stufe isiufZhlbar, oder, was dami&quivalent

ist, sie istsemi—entscheidbabie Aufzhlbarkeitbedeutet, dass man einen Algorithmus ange-

ben kann, der alle wahrera&e systematisch produziert. CBemi—Entscheidbarkesagt, dass

wir einen Algorithmus konstruierendkinen, der die Wahrheit jeder wahren Aussage feststel-

len kann, aber nicht unbedingt die Falschheit einer falschen Aussage.ddigdenlogik der

ersten Stufe ist nur semi—entscheidbar, nicht entscheidbar.

Damit ist eine Biicke geschlagen zwischen den logischen Kiglk und der Theorie der Algo-
rithmen. Das formal Beweisbare entspricht dem Berechenbaren. Die Arbeédl€ist um so
bemerkenswerter, als er seine Ergebnisse mit quasi algorithmischen Methoden fand, ohne die
spater von Turing und anderen entwickelte, leichter handhabbare Theorie der Berechenbarkeit
zu kennen.

Die \Wollstandigkeit der Padikatenlogik ist sabn, aber noch nicht ganz das Qavschte. Wir
interessieren uns ja nicht in erster Linig WVelten in denemur die Gesetzte der Logik gelten,

es sollen ja auch andere Gesetze gelten, z.B.: das Gesetz, dass 2+2 gleich 4 ist. Dazu werden
weitere Axiome bedtigt, die so zu justieren sind, dass mit ihnen und dem logischeniKalk
genau die mathematische Welt, etwa defifathen Zahlen, getroffen wird. @lel zeigte nun,

dass genau dies nicht so wie erwartet gehen kann.

Godel vebffentliche sein Unvollsindigkeitstheorem unter dem TitelUber formal unent-
scheidbare &tze der Principia Mathematica und verwandter SystenMit Principia Ma-
thematicaund denerverwandten Systememaren alle Logikkalkle gemeint, die “rechnen
konnen”, in den sich also die elementaren Gesetze der Arithmetik, dieliohén Zahlen
mit Addition und Multiplikation, ausdicken lassen. Hilberts Programm und Traum einer
vollstandigen formalen Erfassung der Mathematik war damit am Ende.

Die mathematische Welt der rialichen Zahlen ist nichtibermaR3ig anspruchsvoll, trotzdem

ist es unnglich, sie mit Axiomen und einem logischen Kallexakt in den Griff zu kriegen.
Entweder bricht das ganz zusammen und a#isstlsich beweisen (dann ist vielleicht dielld

ein Modell des Systems), oder wir formulieren zu weit. Beispielsweise indem wir die unserer
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Anschauung nach wahret@elsche Aussagé (“ich bin nicht beweisbar”, siehe oben) nach
dem Vorbild des Parallelenaxioms als Grundaxiom annehmen. Dann finden wir in den, von
unserem System beschriebenen Welten nicht nuirlete Zahlen, sondern auch solche, in
denen absonderliche Wesen wilgernatirliche Zahlenhr Wesen treiben. Das sind Zahlen, die
sich nicht durch Addition von 1 aus der Null bilden lassen.

Die Pradikatenlogik der ersten Stufe ist volisidig. Sobald man aber ein wenig Arithmetik hin-
einstreut wird die Sache unvolistdig. Kalkile, die die Arithmetikiber den natrlichen Zahlen
beherrschen, erfordern eineadikatenlogik der zweiten Stufe. Dieser Kalkst zwar korrekt,
aber nicht mehr vollgéindig. In seiner Spraché@knen “Welten” beschrieben und unterschieden
werden, ohne dass alle Gesetze, die in ihnen gelten formal syntaktisch ableitear w

Der Grund daiir, dass ein Rechndiber naiirlichen Zahlen zur zweiten Stufétirt, liegt im
Induktionsprinzip Nach diesem Prinzip gilt ein Bdikat fur alle natirlichen Zahlen, wenn es
fur die Null gilt, sowie wenn seine i@tigkeit fur = die Glltigkeit fur z + 1 impliziert.

VP :(P(O)A(P(x) — P(x+1))) — Va : P(x)

Das Induktionsprinzip ist eine Aussagber alle Padikate und gebrt damit der zweiten Stufe
an.

Sobald das Induktionsprinzip in einem Kaélkzugelassen ist,donen in ihm Algorithmen in
Form sogenanntefprimitiv) rekursiver Funktionerdefiniert werden, wie beispielsweise die
Addition und Multiplikation. In einem solchen Kalik sind Aussageriiber beliebige in ihm
selbst formulierbare Algorithmenaglich. Ein solcher Kalkl hat damit genug Ausdruckskraft
um ihn in die Falle von @dels Selbstbezug laufen zu lassen und damit seine Urawudligikeit

zu zeigen. Umgekehrt ist jeder Kalkmit geringer Ausdruckskraft schon aus Schwachheit
“unvollstandig”.

Folgerungen

Q: Aren’'t computability theory and computational
complexity the keys to Al?

A: No. These theories are relevant but don't address
the fundamental problems of Al

John MacCarthy in17]

Hilberts optimistisches “Alle Probleme sinddbar, fangen wir an!” war wichtig. Es hat
nicht zu dem Erwarteten géfirt, sondern zu dem wesentlich interessanteren Ergebnis, dass
es tatéchliche Grenzen der (mechanischen ?) Erkenntnis gibtaghst von den Logikern

wie Godel in Form seiner Unvollandigkeitsergebnisse, dann in der Nachfolge Turings am
Berechenbarkeits— und Komplexisbegriff. In der zweiten Variante, der von debilichkeit

und der Komplexit von Berechnungengknte die Geschichte von den Grenzen genauso, wenn
nicht noch reichhaltiger und spannenderélz werden, mit dem Halteproblem als der moder-
neren Variante der Unvol@hdigkeit. Diese Hinweise auf die Grenzen des prinzipiell Erkenn—
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und Berechenbaren werden noch weiter von aktuellen Arbeiten auf dem Gebiet der Komple-
xitatstheorie geatzts

Die ganz Geschichteiivde damit noch interessanter, aber auch deutfinoger und komplexer.

Die prinzipiellen Ergebnisse &en aber die gleichen. Es gibt Dinge, die von Maschinen nicht
getan werden é&nnen. Ob diese Maschinen nun logische Kisk Turingmaschinen, aktuell
verfugbare Computer oder sonstige Mechanismen sind. Die Definition von Mechanismus oder
Kalkul ist dabei so robust, und die erzielten Ergenbnisse trotz unterschiedlicher unéogaph

von einander entwickelter Aatze s@quivalent, dass von der Existenz einer prinzipiellen Gren-

ze ausgegangen werden kann und auch einigés dpficht, dass auch wir uns innerhalb dieser
Grenzen befinden.

Was hat dies nun mit Intelligenz zu tun, sei sie niimstlich oder naitrlich? Intelligenz &sst

sich, nicht wllig unstrittig, als Rhigkeit definieren, RFinomene und Objekte dauReren Welt
durch innere Modelle so zu regmentieren, dass deren Analyse eine Steuerung des eigenen und
fremden Verhaltens erglicht. Intelligenz konstruiert Modelle aus der Welt und rekonstruiert
umgekehrt die Welt als Bedeutung der Modelle. Akzeptieren wir die These, dass unsere Abbil-
der der Welt mit den formalen Systemen der Logik und Mathematik zumindest verwandt sind,
dann sind die Probleme der Logiker mit ihren formalen Systemen Probleme der Intelligenz.

Das zweite Unvollsindigkeitstheorem &lels postuliert nicht mehr und nicht weniger, als dass

die Rahigkeit formaler Systeme zur Introspektion begctkt ist. Die moderne Logik hat aber

noch mehr und eigentlich Interessanteres zu bieten, als dieses Ergebnis. Welche mathematischen
Welten gibt es, in welcher Beziehungen stehen sie, wie gebandn wir sie mit Axiomen

und Kalkillen charakterisieren. Wie wirklich sind sie wirklich? Die Definition der Logiker von
Syntax und Semantik ist recht einfach, manchigden sogar naiv sagen. Trotzdem hat sich
daraus ein komplexes Szenario an Modellen ergeben, die ganz sicher aber nicht einfach als
“reale Welten” angenommen und auf die Wirklichkéltertragen werdendkanen.

Wir konnen alles Maschinelle als formales System im SinadeBs verstehen, unsere durchaus
vorhandene &higkeit zur Introspektion dagegen setzen und dann schlussfolgern, dass wir, mit
unserer ndirlichen Intelligenz, “mehr” sind als die Maschinen. Wir sehen beispielsweise, dass
die Godelsche Aussag8wabhr ist, aber die dummen Maschinedrken es nicht sehen, damit

ist scheinbar bewiesen, dass wirer einen nicht—algorithmischen Erkenntnisapparatiger.

Das ist das alte Argument vdrucas’ Aber erstens &nnen reichhaltigere Kaike die Din-

ge tat&chlich auch erkennen und zweitens ist die Natur des menschlichen Erkenntisprozesses
unbekannt und kiglicherweise (wahrscheinlich/sicher?) genauso unémitliy. Zumindest hat

noch niemand die Vollgindigkeit des menschlichen Erkenntnisprozesses erforscht.

Penrose liefert in einem Berg von Gelehrsamkeit ein, im Vergleich zu Lucas, umgekehrtes
“Godel-Argument”, das ihn quasi zum Hilbert deriimdithen Intelligenz macht. Das Argument

ist folgendes: Angenommen, der menschliche Ge@ewicht Uber—algorithmisch. Dannadgpe

es es einen Kall / Algorithmus A, der ihn codieren&nnte. Nach @del gabe es dann auch den
entsprechendendslelsatz5fur A, der wahr, aber, ial nicht beweisbar ist. Il nicht beweisbar
bedeutet, dass seine Wahrhéit Menschen nicht erkennbar ist — wir glauben es einfach nicht.

bsiehe die Arbeiteiiiber algorithmische Komplexit, [2]
"nach []
8in [14], auf 3 von ca. 600 Seiten.
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Anderseits wurdés ja genau mit dieser Eigenschaft konstruiert und wir sind daruririnett

der festerlJberzeugung, dass es war ist. Ein Widerspruch! Die Hypothese, dass menschliches
Denken algorithmisch bzw. ein formales System ist, hat zum Widerspruahrgehd ist darum
falsch!

Uberzeugt? — Penrose selbst wohl auch nicht so ganz, deniiher fioch den nicht—
algorithmischen Charakter des Bewul3tseins und quantenmechanische Effekte im Gehirn ein.
Das Bewul3tsein wurde von der Evolution erschaffen und muss darum notwendiges Element
natirlicher Intelligenz sein. Die Natur erschafft niciierflissiges. Maschinen haben aber
kein Bewultsein. Die gesamte Argumentation ist sehr gebildet, ausserordeinigtich und
letztlich nichtiiberzeugend.

Der einzige Grund, aus dem die Grenzen der Maschiernvienschen nicht gelten soll-

ten, ware, dass unser Geist nicht—algorithmisch ist. Dies kann fink&iff auf Godel nicht
schiissig nachgewiesen werden. Aber ist es denn notwendig? Warum ist die Frage wichtig?
Die Grenzen der Berechenbarkeit als die Grenzen des menschlichen Geistes anzuerkennen ist
alles andere als ehraiirig. Dararandert auch die Tatsache nichts, dass Berechenbarkeit durch
die primitiven Turing—Maschinen definiert werden kann. Das ist nur psychologisch problema-
tisch: Wer sie nicht, oder nur als Zerrbild kennt, mag keine Turing—Maschine oder ein logischer
Kalkul sein. Warum hat er aber kein Problem damit, aus Atomen zusammengesetzt zu sein?

Ob die Grenzen, die mathematische Logik und theoretische Informatik dem Erkenntnis—Prozess
prinzipiell gesetzt haben, auchrfdie natirliche Intelligenz gelten, ist letztlich ohne praktischen
Belang. Die Grenzen haben offensichtlich fundamentalen Charakter, der Raurdglestidei-

ten innerhalb dieser Grenzen ist grof3 und die Argumente, dass wir uns ausserhalb befinden, sind
schwach und viel zu kompliziert und konstruiert um eine so fundamentale Wahrheifekesar

zu kdnnen.

Einen Beleg, dass die Grenzadir ins nicht gelten, kann keine Wissenschaft und kedd&b-
Mystizismus liefern, dazu werden andere — nicht-algorithmische — Quellen der menschlichen
Erkenntnis beatigt. Aber gibt es die? — Hmm, ... hat nichb@el etwas in dieser Richtung
bewiesen?
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