Mathematik 1 Skript

Prof. Dr. Henrich

Formale Darstellung des Vektorproduktes mit der Determinante

Def.. Ein Schemavon mxn Zahlen in m Zeilen und n Spalten bezeichnet man als
(m,n)-Matrix
gay a, a; K ay, 0
A — (;aZl a22 a23 K aZn*
(K K -
(; +
eaml amZ amS K amnﬂ

Kurzschreibweise : A = (aik). Der erste Index bezeichnet die Zeilen-Nr, der zweite

Index die Spalten-Nr.

Fur “quadratische” Matrizen, d.h. solche mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl (m=n),
wollen wir die Determinante definieren, welche eine Funktion aller Elemente der

Matrix ist.
®d;  A;,0

Fur eine (2,2)-Matrix A= ga Al
g
21 22

. a, a
ist det(A) =| *  ¥|:=a,ra,, -a,ra,
21 22
Bsp.: |2 = 2:5-7x(-3)=31
sp.: = 215-7x(-3) =
P -3 5
all a12
Fir eine (3,3)-Matrix A =(a, ) ist det(A)=la,, a,,
a‘3l a32
— a22 a‘23 _ a'Zl a‘23
" a32 a33 . aSl a‘33

a3

8| =

A3
A p|
13 ,
a3 Ay

d.h. in Worten : addiere mit wechselnden Vorzeichen (+ - + [- + ...] ) die Elemente der
ersten Zeile multipliziert mit der Determinante der Restmatrix, die sich nach Streichen

der (1.) Zeile und Spalte dieses Elementes ergibt.

gl -3 09
Bsp. A=%2 -1 4.
§3 2 55
1 (-3) 0 D 4
det A=[2 (-1) 4|=1x
(-2) 5
3 (-2) 5
= 1x((-1)*5- 4x(-2)) - (-3)x(2%5- 314) + 0
= 1x(-5+8) +3x(10-12)
=+3+3x(-2)= -3

2 4
‘— (—3))(‘3 5‘+Ox‘
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Anwendung : die Flache eines Parallelogramms ist gegeben durch

A

y
(X, 1Y,)

(Xo 1Y)

(X, 1y,)

A=

Cramer’sche Regel

Xi=Xo Y1 Yo
X, =Xo Y2-Yo

~

bl a12
b2 a22
a1l a‘12

a21 a22

X =

vorausgesetzt, die Determinante im Nenner ist 1 0.

= (%, = %o)(Y2 = Yo) = (Y2 = Yo (2 = ;)

. ja Xx+a,y=>b
Das Gleichungssystem § =~ ™
1a,X+ay = bz

hat die Losung :

Entsprechend erhélt man bei einem (3,3)-GI-System mit den Unbekannten x,,X,, X,
fur die 2. Unbekannte, indem man deren Koeffizienten durch die rechten Seiten

(im Za&hler) ersetzt :

11

a
a
A3
ay
P}
a3

Die Cramersche Regel ist zur Losung von (2,2)- und evtl. (3,3)-Gl-systemen ginstig,
fur groRBe Gl-systeme aber nicht sinnvoll, da der Aufwand zur Berechnung einer

Determinante etwa der Losung des gesamten Gl-systems entspricht.

Satz (ohne Beweis)

Ein lineares Gl-system von n Gleichungen mit n Unbekannten ist dann und nur dann
eindeutig I6sbar, wenn die Koeffizientenmatrix eine Determinante * 0 hat.

2 Lineare Algebra

Seite 16
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2.2.4. VVektorprodukt

Bsp.: Eine auf der Mittelachse festgeschraubte Scheibe soll gedreht werden.

T<

. v v v ) \ )
mogliche Krafte : F,, F,, F,  |F|=|F,|=|F,|
mégliche Ansatzpunkte : T, T, T,
Frage : Mit welcher Kraft an welchem Ansatzpunkt erhalt man die stérkste ,,Drehung

Schéatzskala :

[1]

RR[R
f 0/0]0
, 0]1]2
v, 0|2[3]
'e
Losung I, x F,
Drehpunkt

Fs

“Starke* der “Drehung* bei der Kraft F

|Drehung| = |\rI|X‘I\£Ay

=<

\

v
~r

: F Zerlegung in Komponenten senkrecht und parallel zu T,
4
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Berechnung von |Drehung)|

—<

\i
‘\r/xF‘ entspricht der Flache des Parallelogramms, das von

! den Vektoren ¥ und F aufgespannt wird.

\i
v F

Die Drehung hat einen Betrag (Parallelogramm) und eine Richtung, d.h. sie kann als
Vektor dargestellt werden.
physikalisch : “Drehung® im obigen Bsp. heilit Drehmoment M.

Zusammenfassung :
Das Drehmoment der Vektoren  und F wird wie folgt berechnet :
M={xF (x $ Vektorprodukt)

M
] F
-

Def.. Das Vektorprodukt( aulleres Produkt oder Kreuzprodukt) der Vektoren
4 und b die den Winkel a einschlieRen ist der Vektor ¢ = #xb mit

|V a| ‘b‘xsma (Parallelogrammfli che)

VA
. ¢™a und c’\b
. Die Vektoren a b ¢ bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtshandsystem

(Mittelfinger)

¢ (Zeigefinger)

O <

“(Daumen)

A\ 4

Q<

zu 1.

|¥|xsina

O <
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Rechengesetze
Vv Vv
gx(b + X) = dxb + AxC
Distributivgesetze Vv v
¥+ b)x\é = Ix¢ + bx¢
; . Vv Vv \ V
Anti kommutativgesetz axb = —(bxa)
Vv \'J \'A
Skalar-Multiplikation 1 +(dxb) = (1 xd)xb = &x(1 xb)

Bsp.:
y gb <0
= gby+
b,a

dxb =

Vektorprodukte der Basisvektoren

VOV VYV Yy o

e,xe, =e xe, =¢e,xe, =0 (dasin0°=0)

VoV Y . , ane — _
e.xe, =€, (zeigt in z - Richtung |ex|x‘ey‘xsm 90°=1x1x1=1)
v oV o_Y

e Xe, =€,

v oy oy

e xe, =¢

N
<
<

Somit

Ixb = a, tb,( ﬁéﬁ*’a (&é&+ab ﬁéé

__ey

ok e o o)

:axbygz -a,b, \e/y a,b, e +aybzeX +a,b, ¢ —azby «
= (aybZ —azby)gX +(a,b, - axbz)ey +(axby ~a,b, )\é
ta,b, -a,b,0
=c¢a,b, -a,b,:
kab, -ab
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Zusammenfassung
Berechnung des Vektorproduktes in orthogonalen Vektorkoordinaten

#a,0 #b,6 #ab,-a,b 0
ixb = ga xgb gazb ~ah,:
g gbzﬂ §ab, -a,b,g

Bsp.:
230
1. Wie grof ist der Flacheninhalt des von den Vektoren & = ¢_2" und

g

®
gz
230 2a-1 2 (-2)x(-3)-1x2¢ a6—29 3949
ixb = G-2x§ 21 = ¢ 1x(-1) - 31(-3)% = ¢-1+9; = (8.
§ §3e §3x2-(-2) (-1)a §6—25 §45

v
Fl4 che= ‘gxb‘ = 4% +82 + 4% =96 = /1616 = 4x/6

28

v
b= aufgespannten Parallelogramms ?

%’-u

2. Drehmoment M = IxF
200 220
Die Kraft F = Q3_ greift im Punkt Y= 90_

gOﬂ gOIZI

Gesucht M =?

v oy §29’ éOg gOXO—OXSQ 30':(_)'

M = IxF = 20.Xr3. = c0x0-2x0. = 0.
goﬁ goﬁ §2x3-0x05 gsﬁ

Formale Darstellung des Vektorproduktes

£a, 0 &b, 0
v

Sei 4= éa _ und b = gb dann 1aRt sich das Vektorprodukt wie folgt darstellen
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230 v 2-19
Bsp Y=%o b:QZ%
glﬁ g—sﬁ
vV Vv vV
s B8 e
Ib=|3 -2 1|=¢&x(6-2)-8 (-9-(-1)+&,(6-2)
-1 2 -

v 240
ixb = 4¥X + 8¥y + 432 = 98;

§45

Spatprodukt

Es seien g, b\c/ dreidimensionale Vektoren. Wir betrachten den von den Vektoren
aufgespannten Korper (Parallelepiped, Spat)

A

>

\

b
Volumen des Spats : Grundflache X Hohe

Grundflache (Parallelogram) ‘Bx\é‘

v vy
Volumen |a|xcosaX‘bxc‘

Q<

a

vy
bxcC

Skalarprodukt XX(I\SXX) = |¥|X‘l\3x¥‘xcosa

Def.: Unter dem Spatprodukt [g b \é] versteht man das Skalarprodukt der VVektoren
a mit dem Ergebnisvektor des Vektorproduktes bx¢
VYVI_V (Y y
[a b c] = aX(bxc)
Geometrische Interpretation : ,
Das Volumen des von den Vektoren g, b,g aufgespannten Spats ist gleich dem
Vv
Betrag des Spatproduktes [g b X] :
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a39 v ang 3909
Bsp.. d=¢0. b=i4 E=gol
goﬁ goﬁ g—lﬁ

v 3939 aeaOg 39099
HNE coxgfand ol
Soi §50i §-15;

2830 &-40
=50x% 0. = -12

o §0;

Volumen = ‘[g \l; \é]‘ =[12]=12
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Zusammenfassung der Vektoroperationen

* Addition, Subtraktion und Skalarmultiplikation von Vektoren erfolgen
Komponentenweise

ga, +b, -1Ic, ¢

(; :

v a,+b,-1Ic,.
Bsp.d+b-1¢=6"2" "2 7 T
¢ [ .

gan+bn—lcnb

* Skalarprodukt
b = a,xb, +a,xb,+K+a b,

vV oy v o v_ .V
arxb= |a|X‘b‘xcosa Projektion von a auf b (bzw. umgekehrt)

Skalarprodukt ist maximal bei parallelen VVektoren und O bei zueinander senkrechten
Vektoren.
Bsp.: Arbeit einer Kraft W = Frd

* Vektorprodukt

vV Vv v
axb C

Q<

¢ ist ein Vektor
v
¢4 und énb
|\é| entspricht Fla che des Parallelogramms das von
den Vektoren b und & aufgespannt wird
Vi Yy
Ic| = ‘b‘X|a|xsma
Wy .
abc bilden Rechtshandsystem

Das Vektorprodukt ist maximal bei zueinander senkrechten Vektoren und 0 bei
parallelen VVektoren.

v

r

Bsp.: Drehmoment M = YxF
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Anwendung in der Geometrie

Darstellung einer Geraden

P1
: RE:!
Vv
r.l
0 r(n =1+
(Punkt-Richtungs Form)
210
Bsp.: Gerade durch P1=(1;-2;3) in Richtung von ¥ = 94;
§5é
edlo 2l & 1+1 ¢
S L T -
r(l) =a-2. +1:4. =-2+41.
g 39 gsﬁ g 3+51 5
Gerade durch P1 und P2
P1 P2
f
r, F(h) =71, +Ix(f, - F) Zwei-Punkte- Form

Bsp.: Gerade durch P1=(2;3;4) und P2=(-1;-2;-3)

220 ge-10 2200 an+|(—3)t} an—SIQ

Yy =ga + n§-2 - fali = f2+ 1(-5); = {3-51;
§4—7|B

§45 8§ -3 §465 ) §4 +1(=7)3

Abstand eines Punktes von einer Geraden

LV _v v
Gerade: r(l) =1, + Ixa
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Bsp.: Gerade durch P1=(3;5;0) P2=(8;4;0)

Q=(4;1;0)
K=t -,
280 230 &590
§ =g -5 = (-1
gOm g g 04
2850 #84-30| [#50 #16| [ 0 6| [ 00
g—lixgl—Si (’;—l_xg—4 ¢ 0 : (; :
07 S0-05 £os fo03 gsx( -4) - (-1)11s é 19
J25+1 26 J26 J_ 26

Schnittpunkt und Schnittwinkel zweier Geraden

Sei ¥1(|1)2¥1+|151 ‘{2('2):"{2""252

Schnittpunkt: 1, (1%) = I, (1) fiir zu bestimmende 1%, und I,

d.h.

v v _ vV v
r'l-l-llal_ +I2a2

Ist bei GLS fur Parameter 1, und 1,
Lsg. des GLS I’ und I, ist Schnittpunkt.

Schnittwinkel: Ist der Winkel zwischen den Richtungsvektoren, falls sich Geraden

schneiden.

a xa2 0
J arccosg| | |a |g
1 2

Bsp.: Gegeben sind die Geraden

o
g, r(k) = r +ka —91_ +k191_
gOﬂ %1@
und
®20 21 6
Vv ¢ - ¢
0,0 r(k,) =1, +k,a, = ¢0: +ky¢- 1-
g2ﬂ 8 2 ﬂ

2 Lineare Algebra
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Wir berechnen Schnittpunkt S und Schnittwinkel j:
Gleichsetzen:

aélg aézg aézg aé 10 1+ 2k, =2 +k,
¢l + kgls = (0- + kyc- 1 oder: 1+k, =0 -k,
ko 615 & &2 0+k, =2+ 2k,

Losung des Lin. Gls.: k, =0und k, = -1

aelo &20

Somit erhalten fur S: r, = gl+ + 091+ d.h.S=(1;1;0)

Schnittwinkel j:

20 1

&
8 -=3 /=6 |af=v6
b &2

o

a,*a, =

(DO\OvOSB
2-1-

. ae§g o
J = arccosg i 60

Vektorielle Darstellung einer Ebene

b
P1 a
m 1 TR
\'
r1
oder
vV v
r(h;m)=r+1P,P, -mP,P,
P2 v v
= +1(f, -1,
P1
» P3
V'
r.l

Bestimmung der Schnittgeraden von 2 Ebenen:

Gleichsetzen der Ebenengleichungen => Vektorgleichung

Losung des entstehenden linearen Gleichungssystems
2 Lineare Algebra
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Gleichung einer Ebene senkrecht zu einem Vektor

Gesucht : Ebene durch P1, die senkrecht zu 1 steht.

Sei P bel. Ebenenpunkt, dann B (F - 1)
d.h. Skalarprodukt = 0
Wx(f-¥)=0

£X,0 &n, 0
v _¢ + y_¢ ¥
rn= gyl? n= gny?
Z1ﬁ nzﬁ

&N, 0 &X - X0
O:Gny%x y_y1% = nx(x_xl)+ny(y_y1)+ nz(z_ Zl) =0
gnzé gz -7,9
1. Gleichung fiir die Unbekannte x,y,z
Lsg. gibt alle Punkte der Ebene.

Abstand eines Punktes von einer Ebene

Die Ebene sei durch hx(F-¥) =0 gegeben
pan
0
[ [ [ [ | ('l'Q - rl'1)*#‘ |
PRI b
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