| Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

4. Folgen, Reihen, Grenzwerte

4.1. Grundlagen

Def.: Eine Zahlenfolge ist eine geordnete Menge von Elementen ai (Glieder)

<a, >=a,a,a,K,a, nTN a, TR
Bsp.:
<a, >:01£’E,E,K a, _n-4
2 34 n
<a, >=14916K a, =n’
<a, >=333 K a,=3
i 1 nungerade
<a,>=121212,K a,=q
T 2 ngerade
Darstellung auf der Zahlengeraden
Bsp.:
a, _2n—1 <a, >:1’§,§,Z,Q,K
n 2345
| all a, as a4 ag |
| | I B
0 1 2
Def.:

Eine Folge < a, > heilit beschrénkt fallsesein ST R gibt mitfa;,|£S i

Bsp.:

@ <a, >:1,1’1’£'K a, :i
2 34 n
ist beschrankt Schranke S=1
(2) <a, >=-1+1-1+1K a, =(-1"
ist beschrankt Schranke S=1
(3) <a, >=149,K a,=n’
ist nicht beschrankt

Bew.: Ang. <a, > beschrdnkt P $Schranke Smit|a,[£S ""n
Wahlen, 38D‘ans‘ =n’352>8S

d.h. Ja,|>S  Widerspruch zur Annahme
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Def.:
Eine reelle Zahlenfolge < a, > heif8t konvergent gegen g (Grenzwert) falls

es zu jedeme > O eine Zahln, T N gibt, so daR
la, -g|<e firallen3n,
Wir schreiben Il@r)rgé a, =g (Limesvona, furngegen Unendlich gleich g)
d.h. Der Abstand zwischen den Folgengliedern a,, und dem Grenzwert g wird mit
wachsendem Index n beliebig klein.

— allea, liegen in diesem Intervall fir n > n(e)
v v
[ | l | |
I I [T I I I I
g-€ g g+e

AulRerhalb des Intervalls [g-e ; g+e] liegen nur endlich viele Glieder der Folge, egal
wie klein e gewéhlt wird.

Def.: Eine Folge die keinen Grenzwert besitzt heif3t divergent
Bsp.:
a, = 1 lima, =0
n n®¥
a, = n-1 lima, =1
n n®¥
a,=n’ divergent (uneigentlicher Grenzwert + ¥)
a, =(-1" divergent
a, :§1+19 lima, =e
e n | n®¥
Bsp.:
n +1000 :
a, = —— lima, =7
n n®¥
1+ 1000
. n+ . . §
lim 11090 _ iy n =I|mgl+@9=1
n®¥ n n®¥ n®¥e n g
P lima, =1

n®¥

4. Folgen, Reihen, Grenzwerte

Seite 2
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Bew.:
Zu zeigen: zu jedeme > O existiert ein n, (e), so dal |an - g| = |an —Jj <e
Seie>0 Frage:n,(e)="7?

a, -1= ”*1000_4:‘1+@_4= 1000

n

1000
- —<eg

n n n

Wahlen, so, daB 1OOO<e0@<n0
N, e

Sein>n,

o, == 1000 1000

dan>n
n o Ny

Rechnen mit Grenzwerten

Seilima, =a und limb, =b
n®¥ n®¥
Dann
. lim@ +b )=a+b
lim(a, +b,)

Il. limcxa, =cxa  fiirc=konst. cTR

n®¥
I. lima,xb, =axb
n®¥
. a a
V. Iim—2=— fallsb20
n®¥ bn b

Bew. zu | :
Zu zeigen: rIllqggé(an +b,)=a+hb

z.j.e>0 $einny(e) mitla, +b, - (a+b)|<e firn>n,(e) (*)
Esgiltli@r)rgéan =a und limb, =b

n®¥
e . zed
dh. |a -a<= firn>n,¢c== 1.
Bn-a<7 gy @)
und |bn-b|<E fUrn>n2§39 (2)
2 e2g

Wir zeigen (*): Sei e > 0gegeben
a, +b, -(a+b)=la, +b, -a-b/=[a, -a+b, -b|
e e

-atp, - < —+—= **) flirn>n ndn>n
sl Bl 2, =4+, -] wwatz e ()M 1(€) und 10)

Setze n,(e) = Maximum{nl(e) ; nz(e)}

dann (ID) a,+b, -(a+h)<e firn>ng(e)
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Spezielle Folgen

Geometrische Folge

<a, > heilst geometische Folge, falls
% =q (q fest) i=1,2,Kunda, =1

Bsp.: <a, >=1;£;£;
2 4

0|
N| =

K a'i -
ai+1

Arithmetische Folge

<a, > heilt arithmetische Folge, falls
a,,-a =d (dfest)i=12,K

Bsp.: <a, >=3579K a,,,-a,=2

Reihen
111
Bsp.: <a, >=1,-;=;=;K (geometr.Folge
p . 218 (9 ge)
Frage: Qa, =?
i=1
S 3 1 3
ay =a, =1 aa =a, +a,=1+-==
i=1 i=1 2 2
ga =a, +ta, t+a 1+1+1—Z
o ! ? 3 2 4 4
éa —a,+a,+ta,+a —1+1+1+1—§+ﬂ+2+1_1_
o e e 4 8 8 8 8 8 8
3 n-1_
Sn:éa|:? <S, >:1,§’Z;E;§ Sn_2X2 _1 1
i1 2 4 8 16 2"
n-1 _ n-1
lims, = lim =2 ; Lo 2le - lim 1:(nm)-o:z
n®¥ n®¥  2N" n®¥ 2" n®@¥ 2N"- n@®¥
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Def.:

Gegeben sei eine bel. Folge < a,, >. Durch Addition der Folgenglieder
entsteht eine Summenfolge S,

[o}=}

Sn :a.ai :a1+a2+a3+K+an
i=1

¥
Die Summe éai heil3t Reihe ("Summation aller Folgenglieder™)
i=1

Die Summe der ersten n - Glieder S, = éai heil3t Teilsumme (Partialsumme)
i=1

Bsp.:
¥ L
o%lg :1+£+£+E+K:2
vy 2 4 8

Geometrische Reihe

¥

DieReihe §q =1+q+q? +K+q' ™ +K (q TR fest)
i=1

heiRt geometrische Reihe.

¥ e
Bsp.:églg =1+l tiks
-1€20 2 48

Satz

i-1

¥
Die geometrische Reihe & g

i=1

ist fiir |g| <1 konvergent und fiir |q| 3 1divergent

Bew.: Wir zeigen die Partialsumme konv. (div.)

n

S,=Qa" =1+g+q’ +K+q"
i=1
S, =1+q+q° +K+q""  §
S, = q+a +K+q"+q'f
Sn_qxsnzl _qn
- n " 1_qn
US,(1-9)=1-q"US, = 1 (1
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Sei|q| <1 dann

lims. = lim~=4

n®¥ " n®¥ 1_q

n

(dag" ®0 fir g <1)

1
1-

h. aq™ =—
At 1

Sei |q| 3]

|q|<1

® ¥

®¥(N®¥)

4.2. Grenzwert einer Funktion

Frage: Was ist

limf(x,) =g

fim 10

f(xz)m_ ......................... _

_

v

Welchem Wert nahert sich der Funktionswert f(x), wenn die Argumente X sich xo

nahern ?

Die Argumente x nahern sich X,

X ® X,

Beschreibung durch Folge < x, > mit Ig]géxn = X, ansonsten ist < x,, > beliebig.
n

Zu <X, >betrachten wir < f(x,) > diesist eine Folge!(auf der y - Achse)
d.h.esist sinnvoll den Grenzwert

ll@g;f(xn) =g  zu betrachten.
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Def.:
f(x) sei in einer Umgebung von x,, (Intervall) definiert.
Fallsflr jede Folge< x, > (X, * X,)
x,, T Definitionsbereich von f(x) mit Ii@g‘lxn = X, gilt
limf(x,) =g
so heif3t g der Grenzwert von f(x) fir x ® x,

Schreibweise : I(i@m f(x)=g

Wichtig : Die Funktion f(x) muf an der Stelle x,, selbst nicht definiert sein.

Rechenregeln fur Grenzwerte von Funktionen

Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen ergeben sich aus den Rechenregeln fiir
Grenzwerte von Folgen.

L lim [fl(x)ifz(x)]=xlé>nxw f,(0) £ lim ,(x)
1 lim[f ) xg()] = lim £ ()« lim g(x)
lim f

i, tim £00 < o >

@0 g(x) - limg(x)

i 1
fallsxlém)g(x) 0

Bsp.:
f(x) =x? R
A Seix, IR
- _ - 2 _ 2 _
Hm P00 = Jim x® =x," = (x,)

Grund : Die Parabel f(x) kann "in einem Zug"
gezeichnet weden P f(x) = x? ist "stetig"

X

Verwende dann die Bezioehung XI(l@rD0 f(x) = f(x,) zur formalen Definition
der Stetigkeit.

Def.:

Einein x, und in einer Umgebung (Intervall) von x, def. Funktion f(x) heif3t
an der Stelle x, stetig falls der Grenzwert von f(x) fiir x ® x, existiert und
gleich dem Funktionswert f(x, ) ist

d.h. XI(i@rllof(x) =f(X,)

Eine Funktion heil3t stetig im Intervall (a, b), wenn sie an jeder
Stelle x, T (a,b) stetig ist.
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Bsp.:
Q).

£(x) = x? -1 _ (x-Dx(x+1)
Cox-1 (x-1)

f(x) = % Nullstelle: g(x) =0Uh(x) 10 x,=-1

Polstelle: g(x) T 0Uh(x) =0 keine
Def. Liicke:g(x)= 0Uh(X)=0 x, =1
C(x=Dx(x+1) 1 x+1 x*1
" (x-1)  tnichtdef.x =1
Wir untersuchen die Stetigkeit an der Stelle x,,
Ixicng(x) = Ixig}%daillxiéq(x +1)=2

d.h.der Grenzwert Ij@m f(x) existiert.
X®Xq

ABER: f(x)istin X, = 1nicht definiert

x? -1

f(x)

]
[EEN

B f(x) =

istin x, =1nicht stetig !

Die Definitionsliicke x, = list stetig behebbar !
d.h.

~ 2_
:';f(x):x LENEY

2 x=1
Dannf _, (x) def.auf R f_, (x)iststetiginx, =
undf , (x) @ f(x) flrx 1.

Setze f ., (X)

(2).
i -1 x<0
fx)=f0 x=0
L1 x>0

«— f(x)ist unstetigin x, =0
f(0) = Oist zwar def.
—_— aber Iicggf(x) existiert nicht
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Bew.: Wahle x 1p Iimf(xn(”): lim1=1
n n®¥ n®¥
wahle x,? = -1 b limf(x,®)=lim-1= -1
n n®¥ n®¥
dh. limf(x,®)x limf(x,?)

n®¥ n®¥
Satz

Summe aus Produkt von stetigen Funktionen sind stetig.
. f(x . . . .
Der Quotient q(x) = % von stetigen Funktionen ist stetig an allen
g(x

Stellen mit g(x) * 0.
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