|Mathematik 1 Skript Prof. Dr. Henrich

2. Lineare Algebra

2.1. Lineare Gleichungssysteme, Gaul3-Algorithmus

Bsp.:
(O Ix+3y+2z=4

(m  -3x-1ly+2z=6
) 2x+9y +2z =11

Q) IXx+3y+2z=4
3x 3X+9y+6z=12
+11 -3x-11ly+2z2=6

(1t 0x -2y +82 =18

-2« -2x-6y-4z=-8
+I11 2x+9y+2z=11
e Ox+3y-2z=+3
1,5¢11¢ -3y +12z2 =27
+I11¢ 3y-2z2=+3
[iee Oy +10z = 30

Aquivalentes Gls. :
| 1x+3y+2z=4

(1) Ox-2y +8z =18
(I11¢¢) 0x + 0y +10z = 30

(mnee)pz=3
Einsetzenin (11t) -2y+8:3=180U -2y=-6Uy=3
Einsetzen in | X+3x3+2x3=4 x=-11

Losungsverhalten

Ein lineares (m,n) Gleichungssystem besitzt entweder

- genau eine Losung (Bsp.: 2 sich schneidende Geraden)

- unendlich viele Lésungen oder (Bsp.: 3 sich in einer Geraden schneidende Ebenen)
- keine Losung (Bsp.: 2 parallele Geraden)

Falls alle Absolutglieder ¢, =0 ** i (homogenes lineares Gls.) so besitzt das System
- genau eine Losung (namlich triviale Lésung x; = 0) oder
- unendlich viele Lésungen.
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Allg.
Def. : Das aus m linearen Gleichungen mit n Unbekannten x,,X,, X, bestehende
System
allxl + a12X2 +KKalan = Cl
alel + a22X2 +KKa2an = C2
K

a. X ta,X,tKKa_ X, =c.

mn® n

heil3t ein lineares Gleichungssystem.

a,, TR sind die Koeffizienten, c, die Absolutglieder.
Falls mindestens ein ¢, * 0 dann heilt das Gls. inhomogen
Fallsallec, =0 i=12,...n heil3t das Gls. homogen.

GauR’sche Algorithmus (Eliminationsverfahren)

Rechenschema flr quadratisches Gls. (d.h. m=n)

X, X, K X,
(I) all a12 a1n Cl
(n |a, a,, a,, c, (Gls.)
[
(N) a‘nl an2 ann Cm

Da Umformungen lediglich die Koeffizienten und die Absolutglieder betreffen
braucht man die Unbekannten nicht zu notieren.

Erster Schritt:
I ay a, K Ka, C,
a
n --21® It 0 at,, at,, Kat, ct,
all
KK
N)-mi® M 0 at, at, Kat. o ct
all
at;,

Analog GLS™ durch Subtraktion von e

at,,
Falls a; = 0dann vertauscht man Zeilen, so dal® a; * 0.
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Bsp.:
&l 1 -20&x0 200
Gl -1 -2:gys = 0
§2 3 43825 &0p
1 1 -2 0 |
1 -1 -2 0 ]
-1/11 -1 -1 2 0 +
2 3 -4 0 ]|
-2/11 -2 -2 4 0
0 -2 0 0 1N
0 1 0 0 "nr
-1/-2 11 0 1 0 0
0 0 0 0 "
' 0z=0 => z=a I R beliebig aber fest
1K -2y+0Z=0 => -2y=0 = y=0
I Ix+1*0-2a=0 => X-2a=0 => X =2a

d.h. Lésung ist x = 2a,y = 0, z = a fiir jedes beliebige a T R (unendl. viele Lésungen)
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2.2. Vektoralgebra

2.2.1 Grundlagen

Def.. Vektoren sind GroRen, die durch Angabe der Malzahl (Betrag) und Richtung
vollstandig beschrieben sind.
Bsp.: Kraft, Geschwindigkeit

Darstellung:
/ MaBzahl % [3]
Richtung $ Orientierung

Def.: Die Vektoren & und b sind gleich é:B, falls sie in Betrag und Richtung
ubereinstimmen (freie Vektoren)

v

Addition von Vektoren

o}

)

Bsp.: Krafte Iv:l und I‘f2 gegeben IV:1+ F,=?

a) F
—_—
F FrF,
b) ,
I:l
— Vl+ V2 - (\5
F,

Die Summe der Vvektoren 4 und b ergibt sich als die Diagonale des von den
Vektoren & und b aufgespannten Parallelogrammes (gleicher Ursprung)
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Parallelogrammregel

v_Vv [} . v v v . .
Summenvektor s = a + bund Differenzvektor d =a - b lassen sich als Diagonalen
des von & und b aufgespannten Parallelogramms konstruieren

Multiplikation mit einem Skalar

. v —
Firb=1xa 11IR
gilt b ist parallel zu & bzw. zu -a
" v
sowie |b| = [1]x[3

a (parallel)
b =24 b| = 2
by
a (antiparallel)
v v v v
b=-2xa lb| = -2|a]

Ein Einheitsvektor & ist ein VVektor mit |¥3| =1

2.2.2. Darstellung von Vektoren mit Basisvektoren

Bsp.:
Basisvektoren in der Ebene : rechtwinkliges Koordinatensystem mit den

L y AN Vo_ |V _
Einheitsvektoren €, und e, (e,~e, und |¢,| = ‘ey‘ =1).

yu
Iy

v v

a, a

v 4

ey
v > v > >
e, a, X
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Ziel - Darstellung eines bel. Vektors & durch Addition von ,,Vielfachen der
Einheitsvektoren

Vv Vv Vv
a=a, +a, (Summenregel)

o v =
=a e, +a e, a,a, IR
€a,0 : . VY
=¢_"+ beifester Basis e, €,
ea, g
Bei fester Basis €,,¢,,K €, ist der Vektor & durch die Angabe des
£a,0
g -
¢
M
a

Spaltenvektors : eindeutig bestimmt.

DO vO
= -I-

n

Betrag eines VVektors

| |¥| =a,” +a,”  (in der Ebene)
v S
a, bzw. [a=./AQa’
»> i=1
aX

g -30
Bsp 4=% 4 .
g 11p

Vektoroperationen

Multiplikation mit einem Skalar 1 TR

v &20
Bsp.: a=¢ =
p glg A
1=3
31a
Vv 220 #3x20 v v
Ixa=3x¢c = = < e, a
§15 6311 v ‘
vﬁ L
faamoaqas
32
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galo galﬁ glxalo
V_ ¢ a,. clxa,.

Allg: a=¢ 1xa=1:¢ =¢
J C M- Cu= ¢ M -
da,0 fa,0 €10

Addition
v 820 vV 2l
Bsp.:a=¢ = b=¢ -
P88y §23
4 v Vo220 2lo a2+
atb=¢ ++¢ = +
§17 25 61+2s
e
b
é >
éalg gblg galg gblg §a1+b19
v azé v b2; v, Vv a4y b, a2'|'b2;
Alla.: -¢ : b:g +b:g +Q =¢
o ey ey TP e Towreow e
ganéj gbnb ganb gbnﬂ gan+bnb

Subtraktion
In Analogie zur Addition erhalt man

2a,;0 b6 za, -Dbg
b ot o
GM: GM: (N i
gané gbnﬂ gan—bnd

Gleichheit von Vektoren

ia; = b,

X
vV o 1a,=Db
I=p0?
!
:I:anzbn

d.h. zwei Vektoren sind gleich, wenn sie in allen Komponenten tbereinstimmen.
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Beispiele
1) 3 Krafte in einer Ebene wirken auf einen Massepunkt

V 2- 2No v 23N Y 24Nj
F, = s Ry = +
1TE6Ng 2 §-aNg ' §INg

Welche resultierende Kraft kann sie ersetzen ?
vV oV V 2-2Ng 23Ny 24Np - 2N+3N+4No 25N§

k= F+F+F_86Nﬂ S_aNg TSING S 6N-4N+IN 5 $3N5
\Iéres = _\lé = §_5N9
-3Ng

(@) Céegeben

\'
$=d+2ab-¢  [§=2
§29 %30 g—ltj §2+6+1(’j %96
§=¢-3:421¢1e-¢2:5¢-3+2-2:=¢-3:

1y €25 §-1; §1+4+1; (65
8| = /92 + (-3)? +67 = \/B1+9+36 = /126

(3) Gegeben ist die Kraft F sowie die Richtungen der beiden Kréfte, die die

Kraft F kompensieren sollen.
Gesuchtist F, undF, mit F, +F, = -F.

45 .

459
VvV  2.80
F= 9\/§+ (\/g » 2,83)
e0g

Einheitsvektoren in Kraftrichtung

V p- cosao

v 2-10 v 12-1 8 sina g
g + g oder

1g V2 19 v B- cosao

8 sinag
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Ansatz
Al v A v .V v
F =a, re F, =a,xe, Gesucht a,,a, sowie e, unde,

dargestellt durch g

yﬂ
vV Vv vV
mitF, +F, = -F
v
a,xe, +a, e, =-F
a, &-16 LA 2-10 _2 0
J281 T 280 6
1 1
GLS.: (I) - 1 l—\/_a2=—\/§
1 1
I a,-—a, =0
(1) N
2
(1 - —Eaf—dﬁ
_\/Eal __\/g
-8
al—ﬁ
a, =
Einsetzen in (1) —i—iaz =_.8 ‘ x(_ﬁ)
V2 2
2+a, =
a, =
2.2.3 Skalarprodukt

Def.: Skalarprodukt 4xb (Produkt von Vektoren mit Skalar als Ergebnis)
dxb = |¥|X‘b‘xcosa (0°£ a £180°)

v

b

a) :

1mMPAB

‘B‘xcosa (d.h. Komponente von k\; in Richtung von }3{)

V__
Anm.: $xb TR ist ein Skalar (kein Vektor)
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Statt XxB schreibt man auch (gl‘:’))

(gtv)) heiRt auch inneres Produkt der Vektoren & und b “ (XB) ist ein Produkt
zweier Grolden, bei denen die Richtung der Grol3en beriicksichtigt werden muR®.

Bsp: (1) a=0
(X,B) = |¥|x‘5\

4 b
) a=90°

4 (X,I\S):|¥|X‘B‘xggs~49g:0

=0
E) >

3)

: \/EX\/E:Z
a ' 1x2=2
6 >

(4) Eine Kraft F wirkt langs des Weges $

L

v

v
n2>m S
F in Richtying
von §

W =Fxé (W = Arbeit)
d.h. lediglich die Komponente der Kraft in Richtung des Weges § tragt
zur Arbeit bei.

Rechengesetze

1. Vertauschungsgesetz (Kommutativgesetz)
(X, B) = |¥|X‘t\3‘xcosa = ‘B‘X|¥|xcosa = (F)g)

Kom. in R

2. Distributivgesetz
\J \
gX(b+¥) = {xb + §x¢
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Ox<

b b+ &
a \1J
bicosaq aampaaag 4
\éxcosb
14444{!-2444443
‘b+¥‘xcosj
Yib+dxd = |¥|X‘l\3‘xcosa + |¥|X|\é|xcosb
= |¥|X(‘\t/)‘xcosa + |\é|xcosb)
= |¥|X(‘\t§ " X‘Xcosj) = XX(\kg +¢)

Es gilt : ‘\t;‘xcosa + |\é|xcosb = ‘\6 + \é‘xcosj
3. 4¥=a® (da cos(0) = 1)

4, Multip\llikation mitveinem Sk%Iar ITR
1x(d5b) = (1:d)xb =ds(1:b)
Aber.: i.allg. (gxg)x\é 1 gX(BXX)

@D

Bsp.: s ik;
X

aber gX(Exg) =ax0=0

Orthogonalitat von Vektoren

Sei Xl(v) und tv)lo
g und b stehen aufeinander senkrecht, falls gXb =0
Man sagt : ¥ ist orthogonal zu b (Schreibweise g’\tv))
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Berechnung des Skalarproduktes in Vektorkoordinaten

Bsp.: Basisvektoren €, und &, wobei & ¢,

v &axij
a=¢ '+
v edyo
y b
V. gb,0
b= gbx+
)\ eDyp
v
e, - b ‘
— >
eX
\
(d+b)=(a,é, +a,€,)+(b,é, +b,8,) ()
v v
mit aX(b + \é) ={xb+4nl (Distributivgesetz)
erhalten wir
vy Vv " V y y y y
(aXb) = (axeX + ayey)XbXeX + (axeX + ayey)beey
bxgx X(ax\éX + ay\éy) + by\éy X ax\éx + aygy)
Kommutativ VRY VY VY VY
b.a.e, xe, +b.a e xe +bae xe +bae xe
Distributiv
=b,a,x1+b,a x0+ba,x0+ba,
=ba,+ba, da gx xgx =1
und gx xgy = (\éx’\\éy)
Satz
2,0 2b,0
G - T
V gaz; \Y gbz; . . .
Das Skalarprodukt der Vektoren a=* “' und b :g ’ ., wobei die a; und b, die
a0 b,o
Komponenten zu den Basisvektoren e, sind fur die gilt
vV V il firi= j
€ xe; =1
70 sonst
(d.h. die Basisvektoren bilden ein Orthogonalsystem) wird wie folgt berechnet
ga, 0 &bo
C,o7 G-
Vv a, . - :
dxb :g Mz‘ ! g MZL =a,tb, +a,b,+Ka b, = Qa,b,
f . i=1
ganb gbnﬂ
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ey, 2lg
Bsp. #=¢L b=¢2.
S

Axb = 111+ 162+ 1x(-1) = 2

Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren

XXB:|¥|X‘B‘Xcosa (5150515) 0f af£180°
1] |

= cosa mit x = cosa
Hilb]

U a = arccosx

Ua-= arccosgm

o<

<
=2-1- -l- O:

Satz
Der Winkel a den die Vektoren & 1 0 und b 2 0 einschlieBen wird wie folgt errechnet

-O:

& Y x

a= arccosgwa

o
Bsp.: Welchen Winkel bilden der Vektor g = 222 mit der x-Achse?
g

2 Eop
N 2220 2160
a= arccosggzﬂ gog_
¢ J8x1
g -
e g
B 220 _ 216
a . = aI’CCOSg B = arCCOSg =

= 45°

Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der beiden Kathetenquadrate gleich
dem Quadrat der Hypothenuse.

c
b a’+b*=c’

a
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Beweis :

<

(o

)
N
11
o<
><
o<
11
o< T o<
+

TN TS

+

O< T<
>

><

—_
<]
+

11 1
>

a5} D D D
N >
+ o< <<

Arbeit einer Kraft
2 IN

) V ¢
Die Kraft F =

§

Bsp.:

> + +
o
+
o
+
o<

b

2N : verschiebt einen Massepunkt von P, = (1m;-2m;4m)
-3N3

nach P, = (2m;3m;lm). Welche Arbeit wird verrichtet? W = Fx§

Pl
F(P)
r(P,)
0
IN 6
Vy <
W=Fxs=22N .«

-3Ng

2. Lineare Algebra

P2
vV EXz = X,
v Vv Vv +
s=PP,=1(P,)-r(P)= Qyz - ylf
gzz -2,0
g 2m-1m 0 alm(j
= 93m - (—2m)z =¢ 5mz
g im-4m g §—3m5
21Img

¢ 5m . = 1Nm +10Nm + 9Nm = 20Nm
§—3m5
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