|Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

8. Erganzungen zur Differentialrechnung

8.1. Ableitung der Umkehrfunktion

Gegeben : bel. umkehrbare Funktion f(x) sowie f"(x)
Gesucht : Ableitung der Umkehrfunktion.

Bsp.:

(1.) Gerade

Winkelhalbierende

4 f(x /

f7(x) Spiegelung an der
Winkelhalbierenden

Steigung f(x) : f1(x) :%

Steigung f*(x) : (f ’l(x))' = g =

olo|~

Gerade : Sonderfall da Steigung konstant (unabhangig von x !')

(2.) Parabel y =x2=1f(x)

Bestimmung der Umkehrfunktion :
Betrachte f(x) = x? fur xe[0,)

Einschrankung des Definition shereichs notwendig, da f ** nur existiert
falls es zu jeden y genau ein x gibt (f(x) muf3 eineindeut ig sein)

f1(x) = 2x

fr(x)="2 y = x>

1.Auflosen nachx:  x= \/y

2.Vertauschenvonx und y: y = Jx

dh. £1(x)=/x = g(x)1

7') =[(x)2} = X
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Allgemeine Form der Lésung =?

<+ Tangente

f(x)=x>

9(%,)

v

/ Xp X

Sei X, bel. Stelle :

1 _ 1 _ _
9'(Xo) = ) Xy =7 X =0(X,)
e -
T T ()
Parabel :

f(x)=x> f'(x)=2x

g(x) = Vx g'(x)=f,( =

Formal : y=1f(x) (*)

1. Auflésen nachx ~ x=g(y) (**)
Einsetzen in (*) y=1(g(y))
Ableitung :

dy _d(f(g(y)) _d(f(g(y)) dg)

dy dy d(g(y))
=1=f1'(x)-9'(y)

=90 = s

2. Vertauschen der Varaiblen x und y ergibt mit y = g(x):

1 _ 1
f(y)  f'(g(x)

g'(x)=
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Bsp.:
(1.) Ableiten von In x

y=f(x)=e* f(x)=¢"
Umkehrfunktion :
1.Auflésen nach x: x=Iny=g(y)

, : 1 .

MW=WW%=W@=§- mit x=g(y)=Iny
, 1 1
folgt 9'(y) =<7 =—
ey

2.Vertauschen der Variablen

g0 =
X

(2)  Ableiten von arctan(x)

y =f(x) =tanx
, sin x COS X -COS X —Sin X - (=sinX)  cos® X +sin® X
f'(x) = = : - .
COS X COS“ X COs“ X
=1+tan’ x
Ableitung der Umkehrfunktion: y=g(x) =arctanx
' 1 .
'(y)=(arctany) =——— mit x =arctan
g'(y) = (arctany) = ———— y
' 1 1
folgt g'(y) = =

1+(tanarctany))®  1+y?

Vertauschen von x und y liefert g'(x) = 1 ! >
+X

8.2. Implizite Differentiation

Bestimmung der Ableitung einer Funktion, die in der impliziten
Form F(X,y) = 0 gegeben ist.

F(x,y)=x*+y*-1=0
Falls moglich, Uberfihren in explizite Form
Auflésen nachy: y = Ji-x? (Kreisgleichung) -1<x<1

1

L. A PRI R I A
y(x)—dx—[(l x)J S1=x) 2 (-2x)

Falls F(x,y) nicht oder nur mit groRem Aufwand nach y aufgeldst
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werden kann, dann gliedweise Differentiation der impliziten
Funktionsgleichung :

d , d

d d,, d ,
—FXy)=—X +y " -1)=—X"+— —1
dx :y) dx( y' -1 dx dxy dx
2
o+ Y o oxs2y.y =0
dy dx

S X+yy =08 Y ()=

y(x)

Zusammenfassung : Implizite Differentiation

Die Steigung einer in der impliziten Form F(X;y) = 0 gegebenen Funktion in
einem bel. Punkt P 1463t sich wie folgt bestimmen :

1. Gliedweise Differentiation von F(x;y) = 0 nach x.
Jeder Term der y = y(x) enthalt ist nach der Kettenregel zu
differenzieren.

2. Aufldsen der differenzierten Funktionsgleichung nach :
,_dy
Y= dx

Mit dieser Gleichung kann dann fur ausgewéhlte Werte von x
Die Steigung bestimmt werden.

Bsp.: Implizite Differentiation

F(x;y)=x>-y*=0 Gesucht Steigung fiir x = 2
dF(x;y) _dx® dy®
dx  dx dx
dy® dy ) 2X
0=2X—-—-—=2X-3y" -y =y =—
dx dx yoy=y 3y’
X =2 22-y* =0y =4 y=V4
, 2.2 4 4
=VY(2)= = =
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8.3. Ableitung spezieller Funktionen

8.3.1. Herleitung der Ableitung von e”x und In X

Darstellung der Eulerschen Zahl durch eine Folge an :

a, :(1+ ij
n
: : \"
lima, :Ilm(1+—j =e
nN—oo nN—oo n
2
n=2: (1+l] =2,25
2
1 10
n=10: (1+—) =2,59374
10

1 \oo
n=1000: (1+ m) =2,71692

Ableitung von In x

Ay _In(x+Ax)—Inx _ 1 g X+ AX

Steigungsdreieck :
AX AX AX X

mitp—i
A

p
= =£p-ln[1+£j:£-ln(1+£]
X p TX p

da a*Inb=Ina"

Somit ;

p p
y'(x) = lim 4 Iiml'ln(lJrlj :1- lim In(1+1J

Ax—0 AX p—o X p X pow p
p
—E-In[lim[ﬂlJ }—E-In(e)—l
f X P p X X
da In x stetig
1
Inx) ==
(inx) ==
1 "
allg.: (In)x|) == furx=0
X
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Ableitung der e - Funktion :

00 =yx =) F0)=y0) ="

Umkehrfunktion g(x) =e* g'(x) = t 1 =e"

fgx) 1
e X

Ableitung der allg. Potenzfunktion

dy _

y = Xx“ aeR Beh.: L =q-x*"
X
y=x*=e"" =¢" mit u=a-Inx
dy dy du , & ghn*e X*
_:_._:e —=- = -—
dx du dx X X X
=q X"

Ableitung der Funktion f(x) = xx

y(x) = x* =e™* =¢" mit u =x-Inx
dy _dy du_ ., 1-Inx+x-£j:e”-(lnx+1)
dx du dx X

Somit :

!

(x) =x*-(@+Inx)

8.3.2. Hyperbelfunktionen und deren Umkehrfunktionen

Hyperbelfunktionen
In praktische Anwendungen treten Funktionen auf, die aus den beiden e-Funktionen

f(x) = e* und f(x) =e™ zusammengesetzt sind. Sie werden als Hyperbelfunktion
bezeichnet.
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Def. der Hyperbelfunktionen

Sinus hyperbolicus  y(x) =sinh x = %(eX — e‘x)

Kosinus hyperbolicus y(x) = cosh x = %(eX + e‘x)

X —X

Tangens hyperbolicus y(x) =tanhx = ex —e_x
e’ +e
. e +e”
Kotangens hyperbolicus y(x) = coth x = ———
e’ —e

Anm.: Hyperbelfunktionen sind nicht periodische Funktionen

Funktionsgraph

yﬂ yﬂ
cosh &

S inh x ...Asymptgt.e .................................................

tanh

Asymptote
Bsp.:

Eine an zwei Punkten P, und P, in gleicher Hohe freihdngen de Kette
nimmt folgende Form an
y(x) =c-cosh(a-x)  c,akonst. (Kettenlinie)

Beziehungen zwischen den Hyperbelfunktionen

sinh x coth — coshx 1

tanh x = = — =
cosh x sinhx tanhx

Additionstheoreme

sinh(x, £ X,) =sinh X, - cosh X, £ cosh X, -sinh x,

cosh(x, £ x,) = cosh X, -cosh X, £sinh x, -sinh x,
tanh x, + tanh x,

1+ tanhx, -tanh X,

tanh(x, £ x,) =
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