Mathematik 2 Skript Prof. Dr. Henrich

Spezialfall 1: Wird die Flache durch die Funktion f(x), die Intervallgrenzen und die x-
Achse begrenzt, so gilt :

jlx-f(x)dx ;j.(f(x))zdx
Xg =4+ und yg=—%
j f (x)dx j f (x)dx

Spezialfall 2: Die Flache werde durch die Funktion fu(x) und fo(x) mit fu(x)< fo(x) fur
xe[a,b] und die Intervallgrenze a und b begrenzt.

Frage : Wie errechnet sich der Schwerpunkt ?

Bsp.:
f,(x)=x"+1
f, (x) =3-x>
a=-1 b=+1
b
(fo(x)-fu(x))dx
[ X (£,00 = 1, (x))dx v,
Xs = =
( fo (X) - fu (X))dX >
g —

fo(x)-fu(x)

apy

L

v

;i(fo(m £, 00)- (1,00 - £, () dx ;i(fo(x))z (e
Ys = > _ g _
[ (£,00~ £, () (6,00 £, ()
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Somit am Beispiel :

+1 +1 +1
M, = fx-(3—x2 ~(xX*+1)dx = jx-(2—2x2)dx = IZX—ZX?’ dx
-1 -1 -1

2 4+1
Xt oxt :21_21_(21_21j=0
2 4], 2 42 4

+1 +1
M, :%I(G}—xz)2 —(x* +1)%dx :%j9—6x2 +x* = (x* +2x% +Ddx
1 -1

+1 37t _
=1j8—8x20|x=1 gx-g | -1 8—§—(—8—8ﬂj
23 2 3| 2 3 3

+1 + 3]+
A=j3—x2—(x2+1)dx=f2—2x2dx={2x—2%}
1 -1

-1

3 3
M
XS:_y:g=0
A g
5 16,
yszszizﬁzz
A ¢ 38

7.1.3. Flachenmomente 2. Ordnung

Physikalische Bedeutung

A

Massepunkt m
.....................................

[
»

X (Abstand)
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Der Massepunkt m drehe sich mit der Geschwindigkeit v im Abstand x um die

y-Achse.
von oben :
T = Zeit fur eine Umdrehung
271X
vz
T
Umfang 2nx

1, 1 (2= 1, (2zY
:>Ekm:§mv :EmT :me-_

mit J=mx?> Tréagheitsmoment
® = Z?ﬁ Winkelgeschwindigkeit = E,, ==Jo
Vergleich mit Formel flr Kinetische Energie :

2 1

Ekmzimv < E, =)o
2 2

v wird durch w ersetzt
m wird durch J ersetzt

Allgemeine Definition

Gegeben sei beliebige homogene Flache

A

Flachenmomente 2.Ordnung I, und I,

I, ist das Flachenmoment 2. Ordnung des flachenhaften
homogenen Korpers bzgl. der y - Achse (Abstand x).
I, ist das Flachenmoment 2. Ordnung des flachenhaften
homogenen Korpers bzgl. der x - Achse (Abstand y)

1, = [x°dA 1, = [y*dA

7.Anwendung der Integralrechnung
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Tragheitsmomente (Flachenmomente 2. Ordnung) sind von Bedeutung bei
Drehbewegungen. In der Regel kénnen z.B. bei physikalischen Bewegungen die
Formel fir Translationsbewegung in Formel fur Drehbewegung tbertragen werden,
indem die Masse durch das Tragheitsmoment ersetzt wird (Geschwindigkeit durch

Winkelgeschwindigkeit, etc.)

Sei ein flachenhafter Korper durch die Funktion f,(x) und f, (x)
im Intervall x < [a,b]gegeben mit f,(x) >f, (x).
Gesuchtist I, und I,

a) 1, =[xdA=1, :sz (f,(x) - £, (x))dx

dA=dx*dy

y\i_

L

v

Der Beitrag des Flacheninhalt dA zum Tragheitsmoment ist y*dA
Betrachtung des Integrals |, = J. y2dA

1.Sumation der Betrdge innerhalb der senkrechten Streifen :

f,(x)
Al ~ > yidxdy = dey dy = Ax J'y dy = Al

y f,(x)

2.Sumation der senkrechte n Streifenbetrage j dl,

(f,0x))° =(f, (x))*dx

ooll—\

Bei homogener Flachendichte p. gilt :

Jy=pe-l, und J, =pc-I,

wobei J, und J, die Tragheitsmomente bei Rotation um die
X - bzw. um die y - Achse darstellen.

7.Anwendung der Integralrechnung

b ( fo(X) b fo (%) b 3
" (f, (x»j ((fu(x))
dy |d
![Jx o5 o] :
3]

de
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Bsp.:

Gesucht ist Ix und ly der Flache, die durch die Funktion fu(x)=c fo(x)=d und den
Intervallgrenzen a und b definiert ist mit c<d und a<b. (Rechteck).

v

Il Il
Wk se—o 2=
D ey T

x?(f, (x) -, (x)) dx

Iy
3

2 _ _ h 2 — _ X_
x2(d-c)dx = (d c)!x dx = (d c){3

} (d-o)(b* -a’)

(,00P (1,008 x = Lfa ~c0x = L@ -l

a

|, =
=§(d3—c3)(b—a)

Zusammenfassung

Ein flachenhafter homogener Korper sei definiert durch die Funktion
fo(x) und fu(x) auf dem Intervall [a,b] mit fo(x) > fu(x) ¥xe[a,b].
Flache, Schwerpunkt und Tragheitsmoment werden wie folgt berechnet :

b
Flache C A= j f,(x)—f, (x) dx
Schwerpunkt :
M b
y .
X =—>  mit M, :gx(fo(x)—fu(x))dx

Yo=—3r  mit M, =§f(fo(x>)2 -(F, (0 ax

a

A

Flachenmomente 2. Ordnung :

1 3 3
| = 3] ,007- (F, 0 o

1, = [x*(F, 00—, () dx

a
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Massentragheitsmoment eines flichenhaften Koérpers bei Rotation um

eine bel. Achse

A

Rotation umy - Achse

« 1, = [x*dA
Rotation um x - Achse
r y dA I — J-yZdA

v

Rotation um beliebige Achse R-bel :

IR oot = Irsz
wobei r = Abstand des Flachenstlickes dA von der Rotationsachse R-bel ist.

Bsp.:

fo(X)=1

|\\ /I\ fu(x)
1

a.) Rotation um y-Achse

+1 +1 X3 X5 +1
I, = Ixz(l—xz)dx = Ixz —x* dx =[———}
Y 3 5

e e 1

(11 1.1y _2 2 10-6_4
3 5 3 5 3 5 15 15
b.) Rotation um x-Achse
1+1 l+l 1 X7 +1
I == -(x*)®dx == [1-x°dx ==| x-=—
. 3_jl(> (x*) 3_jl 3{ }

7 -1
1ot (g 222
7 7 77
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c.) Rotation um die Achse x = -3
Ansatz:  Verschiebe Rotationsachse und Parabel um 3 nach rechts
=> x-Achse = Rotationsachse

Betrachte f, (X) = (x —3)°
f,., (X) entspricht Parabel x*> um 3 nach rechts verschoben

I =jx2(l—(x—3)2)dx =jx2(l—x2 +6x —9) dx

4 5 4 374
:J'—x4+6x3—8x2dx: X eX _gX
) 5 4 3|

_(_1024 (256 o64) (32 (16 o8) ., e
5 4 3 5 4 3

7.2. Dreidimensionale Objekte (Rotationssymmetrische Kodrper)

7.2.1. VVolumen

Bsp.:

Die Rotation der Funktion f(x) = X
um die x - Achse 0 < x < 4 beschreibt
einen Kegel

Frage Welches Volumen hat der Kegel ?

v

Kreisscheibe der Dicke dx

dV =Volumen der Kreisscheibe: Flache - Héhe = zr? - dx
Radius r = f(X) = dV = 7 - f(x)*dx

Volumen :"ZVqumen Kreisscheibe" = I dv

Kegel

V = [ #f (x)dx

4

4 401V 1 o
Viegel :gﬂf(x)zdx:zﬂzxj dx:ﬂjzxzdx:zszdx

0 0
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1. Guldin Regel (Zusammenhang Volumen und 1. stat. Moment)

V, :jﬂf(x)zdx=2n-%jf(x)zdx=2mle =27-ys-A  day,

Anm. 1V, ist das durch Rotation um die x - Achse enstehende
Volumen V, =27-y, - A

X

d.h. Volumen eines Rotationskorpers ist gleich der erzeugenden Flache A mal dem

Weg des Flachenschwerpunktes bei der Drehung um die Achse.

Bsp.:

1.) Volumen eines Kreisringes (Torus)

A
Yot A=rorl
Ys =
=V =mur?-27R = 2n°r’R

2.) Kugelvolumen

Ys =7

Betrachte Kugelmittelpunkt im Koordinatenursprung (d.h. verschoben).

Betrachte Viertelkreis:

15 15 2
“f(x)%dx = ( rz—xz)dx = (r? = x*)dx
2! () 2! {( )
yS: 7Z'r2 = 7ZT2 = m,z
4 e e
1|:r2X_X3:| lES_r?’J l‘grs
_2 34, _2 3)_23 _1. 4 4,
- 2 - 2 - 2 - 2
o o w3 w3
4 4
2
= Vi zz”rT 2n-3i-r=—m3
JT
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3.) Kegelvolumen

v

r-h

Nebenrechnung :

11,
h 2 2 h 2 —-=r‘h
j—x dx =" [xdx = the=Leon —y, =23 L
5 h?? h* 3 1

—r-h

2

Rotation um die y-Achse

v

Auflésen der Funktion y = f(x) nach x
d.h.y="f(x) & x=9(y)

£(b) £(b)
=V, =n Ixzdy:n Igz(y)dy
f(a) f(a)
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Bsp.:

f(x)=x®>  xe|[1,2] Rotation um die y - Achse

1. Auflésen von y = x> nach x ergibt x = \/y =g(y) (x >0= +\/_)

f(b) £(2)

=V, = [g'(dy=x | W) dy=njydy=n{y_2}

f(a) £ 2 1

T 15
25(42 —12)=?n

Bsp.:
(1)

Gesucht V, fir f(x) =cos(x) Xxe {Oﬂ

Skizze:
A
J/N
E >
2
: 3
V, = nJ‘cos2 X dx :n—jl+ cos 2x dx
0 20
= 2
I x+lsin2x g E+£O =T
2|72 . 202 2 4
(2)

Gesucht Volumen des durch Rotation um y-Achse erzeugten Korpers.

A
?
\ Parabel y = ax2+b

[
»

NN
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