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Diplom D        
1.
z = -2+3j, w = 1-j.  Berechnen Sie: z/w, |z-w| und (z+1-4j)8  (Ergebnisse cartesisch).

Welche geometrische Bedeutung hat |z-w| ?


z/w = (-5+j)/2, |z-w| = 5 (= Abstand von z und w), (z+1-4j)8  = (-1-j)8 = 24 e j 8⋅ 5π/4 = 16 e j10π = 16
2.
(a)
Wie lautet die Koordinatenform der Ebene durch die Punkte (-1,2,1), (2,0,-3) und (1,1,-2) ?

(b)
Bestimmen Sie die Schnittgerade der Ebenen E1: y-3z = 1 und E2: x-2y+z = 2.


(c)
Wo stößt die Gerade durch die Punkte (1,2,3) und (-1,3,0) durch die Ebene E: x+2y-z = 3 ?


(d) 
Berechnen Sie den Abstand des Punktes (1,2,-3) von der Ebene E: x-2y+z = 1.

(a)
2x + y + z = 1


(b)
g: x = (4,1,0) + λ(5,3,1)


(c)
Durchstoßpunkt = 1/3 (1,7,6)


(d)
Abstand d = 7/√6

3.
(a)
p(x) sei ein Polynom 3. Grades mit den Nullstellen x = -1, 1 und 2. 


Wo hat p Extremwerte und Wendepunkte?

(b)
q(x) = x5 + 5x4 + 6x3 - 2x2 - 7x - 3. Bestimmen Sie die Nullstellen von q mit ihren Vielfachheiten.

(a)
p(x) = c(x+1)(x-1)(x-2) = c(x3 - 2x2 - x + 2); 



o.E. c=1 (c hat keine Auswirkung auf die Lage der Extremwerte und Wendepunkte)



p'(x) = 3x2 - 4x - 1, p''(x) = 6x - 4, p'''(x) = 6.


EXT: p'(x) = 0 → x1/2 = (2±√7)/3; p''(x1/2) = ±2√7 ≠ 0 → p hat bei x1/2 einen Ext.


WDP: p''(x) = 0 → x3 = 2/3; p'''(2/3) = 6 ≠ 0 → p hat bei x3 = 2/3 einen Wdp.


(b)
Das HORNER-Schema liefert q(x) = (x+1)3(x-1)(x+1)


     (x2+x-2)(x-3)


(a)
Zerlegen Sie Zähler und Nenner von f maximal. 
4.
f(x) = ──────────                
(b)
Bestimmen Sie die Lücken und Lückengrenzwerte von f.  



   (x2 -4)(x2-2x-3)


(c)
Bestimmen Sie die Pole und das Polverhalten von f.
 







(d)
Hat f Nullstellen? Wie lautet die Asymptote?








(e)
Skizzieren Sie f.








(f)
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.

(a)
Die Anwendung der p-q-Formel im Zähler und Nenner liefert:




     (x-1)(x+2)(x-3)        gek.      x-1

  



f(x) = ─────────────   =    ──────  =: g(x)



  (x-2)(x+2)(x+1)(x-3)
   
(x-2)(x+1)



Kritische Punkte: Lücken -2, 3 (aus dem Nenner kürzbar); Pole: -1, 2 (nicht kürzbar)

(b)
Lückengrenzwerte = Funktionswerte der gekürzten Fkt. g: g(-2) = -3/4; g(3) = 1/2


(c)
Polverhalten: ↓-1↑, ↓2↑ (beides sind Wechselpole)

(d)
Nst. x=1 (siehe gekürzte Fkt. g); Asymptote = x-Achse (Zählergrad < Nennergrad)



     a
   
  b

(f)
g(x) = ─── + ─── (PBZ-Ansatz) → 
x-1 = a(x+1) + b(x-2)



   x-2
x+1


Einsetzen der Nullstellen ergibt a = 1/3, b = 2/3; also  ∫ f(x) dx = 1/3 ln|x-2| + 2/3 ln|x+1|

  

   ln x




(a)
Berechnen Sie die Ableitungen f', f'' und f’’’.

5.
f(x) = ───




(b)
Bestimmen Sie lim f(x) für x → 0+ und x → ∞ .
                   x    




(c)
Wo hat f Nullstellen, Extremwerte und Wendepunkte?









(d)
Skizzieren Sie f.








(e)
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f (Substitution!).


(a) 
Quotientenregel + Kürzen: f'(x) = (1-ln x)/x2, f''(x) = (2 ln x - 3)/x3, f'''(x) = (11 - 6 ln x)/x4

(b)
lim f(x) = -∞ "(-∞)⋅∞"; 
lim f(x) = lim 1/x = 0 (L'HOSPITAL wegen "∞/∞" anwendbar)



x→0+




x→∞

x→∞

(c)
NST 
f(x) = 0
→ x1 = 1 Nst.


EXT 
f'(x) = 0
→ 1-ln x = 0 → x2 = e KfE; f''(e) = -1/e3 < 0 → Max bei x2 =e



WDP 
f''(x) = 0
→ 2 ln x -3 = 0 → x3 = e 3/2; f'''(e 3/2) ≠ 0 → Wdp bei x3 = e 3/2

(e)
Substitution z = ln x → z' = dz/dx = 1/x → ∫ ln x /x dx = ∫ z dz = 1/2 z2 = 1/2 ln2x 

6.
Integrieren Sie folgende Funktionen: 
                          

    
               

          2x2

(a)  f(x) = x ln2x



(b) 
h(x) = ────────
                            


                  

    x3 - x2 + x -1

(a)
Zweimalige partielle Integration; man beachte (ln2x)' = 2 ln x ⋅1/x (Kettenregel)


∫ x ln2x = x2/2 ln2x - ∫ x2/2 2 ln x ⋅ 1/x = x2/2 - ∫ x ln x
(u'=x, v=ln2x)


∫ x ln x = x2/2 ln x - ∫ x2/2 ⋅1/x = x2/2 ln x - x2/4

(u'=x, v=ln x)


Dies liefert:
∫ x ln2x dx = x2/2 (ln2x - ln x + 1/2)









         2x2

    a
       bx+c

(b)
Max. Nennerzerlegung → h(x) = ──────── = ── + ────   (PBZ-Ansatz) →






 


          (x-1)(x2+1)
   x-1      x2+1


2x2 = a(x2+1) + (bx+c)(x-1) → (Nst x=1; x=0; KoeffVgl(x2):  a=b=c=1 →

                    1           x            1



∫ ─── + ──── + ──── dx
= ln|x-1| + 1/2 ln(x2+1) + arctan x



    x-1
x2 + 1
x2 +1
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