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1.
Sei  f(x,y) = x2y - 2xy3 + 5y.

(a)
Bestimmen Sie die Tangentialebene von f  im Punkt (1, 2) in Koordinatenform.



fx = 2xy - 2y3, 


fy = x2 - 6xy2 + 5


f(1,2) = -4, fx(1,2) = -12, fy(1,2) = -18   →


z = -4 - 12(x-1) - 18(y-2)  →   Ebenengleichung   12x + 18y + z = 44


(b)
In welchen Punkten besitzt  f(x,y)  eine horizontale Tangentialebene?


x=0 führt auf einen Widerspruch;  y=0 → keine reelle Lösg.



 y≠0 → (I) x=y2 → (II) x2 - 6x2 + 5 = 0,



→ x2 = 1, x1,2 = ± 1 → y1,2,3,4 = ±√(±1), nur √ aus +1 (reell) möglich → 


P1 = (1,1), P2 = (1,-1) sind die einzigen Punkte mit horiz. Tangentialebene

(c) 
Hat f Extremwerte?


Δ = -24xy2 - (2x-6y2)2 →


Δ(1, 1)  = Δ(1,-1) = - 40 < 0  →  f besitzt keine Extremwerte
2.
Sei  F(x,y,z) = (x2y, eyz, - xyz2) ein Vektorfeld,  k(t) = (t2, t+1,1)  eine Kurve, t ( [0,1].

(a) 
Ist F eine Gradientenfeld?



Nein, da F2x = 0, aber F1y = x2 ist. (Weitere Tests sind dann überflüssig!)

(b)
Man berechne  ∫ F längs des Weges k   (mittels Stammfunktion).
                   1



∫ F =  ∫ [(t4(t+1), et+1, -t2(t+1)) * (2t,1,0)] dt =  ∫ [2t6 + 2t5 + et+1] dt = ... = 5.289822
                  0



Hinweis: Wegen (a) kann F kein Potential  Φ besitzen! 


(c)
Wie lang ist die Kurve k?  (SIMPSON mit n=20, dazu Fehlerschätzung).


s =  ∫ √ (4t2 + 1) dt  auf [0,1].



S20 = 1.478 942 828,   S10 = 1.478 942 828,  Δ20 = 2.94 · 10-8
3.
DGL  y''' - 2ay'' + 3ay' = 3x2 + x e2x ,  a ( R.

(a)
Bestimmen Sie die allgemeine homogene Lösung abhängig von a.



a = 0

λ = 0,0,0


yh = c1 + c2x + c3x2


a = 3

λ = 0,3,3


yh = c1 + c2 e3x + c3 x e3x


a<0, a>3
λ = 0, a±√(a2-3a)

yh = c1 + c2 e(a+√ )x + c3 e(a-√ )x


0<a<3
λ = 0, a±j√(3a-a2)
yh = c1 + c2 eax cos(√ x) + c3 eax sin (√ x)

3.
(b)
Wie lautet der Ansatz für eine spez. inhomogene Lösung abhängig von a?



a = 0

ys = x3(Ax2 + Bx + C) +  e2x  (Dx+ E)



a = 4

ys = x (Ax2 + Bx + C) + xe2x  (Dx+E)



a sonst
ys = x  (Ax2 + Bx + C) +  e2x  (Dx+E)

4.
Gegeben sind die Funktionen  f(x) = ln(x+2)   und  g(x) = x4.

A sei das durch f und g berandete Flächenstück. Skizze!


(a)
Wo schneiden sich f und g?



a = -0.710 237 996 646,  b = 1.025 778 064 41


(c)
Wie groß ist der Umfang von A? (SIMPSON mit n=20, dazu Fehlerschätzung).



Tipp: Berechnen Sie den Umfang durch ein einziges Integral!



U = ∫ √(1+1/(x+2)2) + √(1 + 16x6)  auf [a,b]



S20 = 4.450 112 829,  S10 = 4.450130 380,  Δ20 = (S20-S10)/15 = 1.17· 10-6
5.
DGL   ey y' = x2 + 1  mit  y(0) = 1.


(a)
Lösen Sie die DGL exakt und bestimmen Sie y(1).


yallg = ln(x3/3 + x + c),  c=e;  y(1) = ln(4/3 + e) = 1.399 115 607 (exakt)


(b)
Berechnen Sie eine Näherung für y(1) mittels RUNGE-KUTTA mit n=10.


y' = f(x,y) = (x2+1)e-y,  Intervall [0,1], runge(0,1,1,10) = R10 = 1.399 115 626


(c)
Schätzen Sie den Fehler dieser Näherung.



R5 = 1.399 115 944   →  Δ10 = (R10 - R5)/15 = 2.1 · 10-8

(d)
Wie groß ist der exakte Fehler bei RUNGE-KUTTA mit n=10?



Δ10(exakt) = | y(1) - R10 | = 1.9 · 10-8
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