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1.
f(x,y) =  2x2y ‒ 3xy2 + 6xy - 1 
(x,y ∈ R)

(a)
Bestimmen Sie die Tangentialebene von f  im Punkt  (1,-1)  in Koordinatenform.

(b)
In welchen Punkten hat f eine horizontale Tangentialebene?

(c)
Wo hat f Extremwerte?


(a)
fx(x,y) = 4xy – 3y2 + 6y,  fy(x,y) = 2x2 – 6xy + 6x → Tang. Ebene 13x – 14y + z =15


(b)
(I)  fx = y(4x - 3y + 6) = 0



 

(II) fy = x(2x -6y + 6)  = 0


x=0 → (I)  y(-3y+6) = 0
→ y=0 oder y=2 → KfE (0,0), (0,2)

 

y=0 → (II) 2x(x+3)  = 0
→ x=0 oder x= -3 →  KfE (0,0), (-3,0)



x,y ≠ 0 → (I) 4x-3y = -6 und (II) x-3y=-6. Aus dem LGS folgt als weiterer KfE (-1,2/3)

  

Insgesamt gibt es in den 4 Punkten (0,0), (0,2), (-3,0) und (-1,2/3) eine horiz. Tang.Ebene.

(c)
Δ = fxxfyy – (fxy)2 ist nur bei (-1,2/3) positiv (→ Extremwert, Min.), sonst negativ (→ kein Ext.)

2.
Gegeben sind eine Kurve k(t) = (t2-1, 2t-1), t ∈ [0,1], und ein Vektorfeld F = (x+y, ey+1).


(a)
Bestimmen Sie Anfangs- und Endpunkt der Kurve. Wo schneidet sie die x-Achse?


(b)
Wie lang ist die Kurve k(t)? (SIMPSON mit n=20, Fehlerschätzung)


(c)
Berechnen Sie  ∫F längs k(t)  (manuelle Integration mittels Stammfunktion).

(a)
Anfangspunkt = k(0) = (-1,-1), Endpunkt = k(1) = (0,1).


x-Achse → y(t) = 2t-1 = 0 → t=1/2 → k(1/2) = (-3/4,0) ist Schnittpunkt Kurve mit x-Achse.

                                                                ______


(b)
Bogenlänge s = ∫ |k’(t)| dt =   ∫ √ 4t2 + 4  dt  auf [0,1].


S20 = 2.295 587 113, S10 = 2.295 586 561 → Δ20 = (S20-S10)/15 = 3.7 x 10-8.


(c)
∫ F = ∫ [(t2+2t-2, e2t) ∙ (2t,2)] dt = ∫ (2t3+4t2-4t + 2e2t) dt = e2 – 7/6.
3.
A sei das durch f(x) = ex und g(x) = x+2 berandete Flächenstück (Skizze!).
  
Wie groß ist die Mantelfläche des bei Rotation von A um die x-Achse entstehenden 
 
Rotationskörpers? (SIMPSON mit n=40, Fehlerschätzung)

Schnittpunkte der beiden Kurven bei a = -1.841 405 660 und b = 1.146 193 221


durch NEWTON mit ex - x - 2 = 0.
                                                                                                                _______


Mantelfläche des von y(x) erzeugten Rotationskörpers M = 2π ∫ y √ 1 + (y’)2  dx  → 
                                              ____               _

M = Mf + Mg =  2π ∫ (ex √1+e2x + (x+2) √2) dx  auf [a,b]   (Addition der Einzelflächen)

S40 = 81.350 836 142, S20 = 81.352 109 927 → Δ40 = 8.4 x 10-5
4.
DGL
(1+x2) y' = xy2 mit  y(1) = 1 .   

(a)
Lösen Sie die DGL exakt und berechnen Sie y(2).

(b)
Geben Sie für y(2) eine Näherung mittels RUNGE-KUTTA mit n=8 (mit Fehlerschätzung). 

(a)
y -2 dy = x/(1+x2) dx → -1/y = 0.5 ln(1+x2) + c → y = 1/(c – 0.5 ln(1+x2))
 

y(1) = 1/(c – 0.5 ln 2) = 1 → c = 1+0.5 ln2;  
  

y(2) = 1/(1+0.5 ln 2 – 0.5 ln 5) = 1.845 513 422


(b)
RUNGE-KUTTA mit y’ = f(x,y) = xy2/(1+x2)

 

R8 = 1.845 510 178, R4 = 1.845 464 901 → Δ8 = (R8-R4)/15 = 3 x 10-6
                               ___

5.
λ = 0 und 1 ± √1-a   sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer linearen DGL 
 
mit konstanten Koeffizienten.   
 
(a) 
Wie lautet die homogene DGL? 
 
(b)
Bestimmen Sie die allgemeine homogene Lösung dieser DGL für a = -3, 0, 1, 2.

                                         ___                 ___                                 


(a)
P(λ) = λ ((λ-1) - √1-a ) ((λ-1) + √1-a ) = λ3 - 2λ2 + aλ.



Also lautet die DGL  y’’’ – 2y’’ + ay’ = 0.


(b)
a = -3 
→ λ = 0,3,-1
→
yh = c1 + c2 e3x + c3 e-x
 

a = 0
→ λ = 0,0,2
→
yh = c1 + c2 x + c3 e2x


a = 1
→ λ = 0,1,1
→
yh = c1 + c2 ex + c3 xex


a = 2
→ λ = 0,1±j
→
yh = c1 + c2 ex cos x + c3 ex sin x
6.
DGL
y’’’ ‒  4y’’ + 13y’ = x2 + 2 – xe3x + e2x cos 3x
  
Wie lautet der Ansatz für eine spezielle inhomogene Lösung?

λ3 - 4λ2 +13λ = λ(λ2 - 4λ +13) = 0  → λ1=0, λ2/3 = 2 ± 3j
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Der Ansatz für eine spezille inhomogene Lösung ist

   
ys = Ax3 + Bx2 + Cx + (Dx+ E)e3x + x e2x [F cos 3x + G sin 3x]
Im folgenden gilt: b(n,k) = Binomialkoeffizient „n über k“

7.  
In einer Urne sind 27 Kugeln, davon sind 12 gelb. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass 
 
bei 8-maligem Ziehen exakt 4 gelbe gezogen werden? (a) mit Zurücklegen, (b) ohne Zlg.
 
(Lösungen ohne Programm, Binomialkoeffizienten können mit dem TR berechnet werden.) 


X = Anzahl der gelben Kugeln in der Stichprobe

(a)
Ziehen mit Zurücklegen → X ist B(n=8, p=12/27 = 4/9) – verteilt.



p(X=4) = b(8,4) (4/9)4 (5/9)4 = 26.018 % 

(b)
Ziehen ohne Zurücklegen → X ist H(N=27, m=12, n=8) – verteilt.


p(X=4) = b(12,4) b(15,4) / b(27,8) = 30.435 %.
8.  
Wie groß ist die Wahrscheinlk., dass beim Lotto „6 aus 49“ nur gerade Zahlen gezogen werden? 

X = Anzahl der geraden Zahlen bei der Ziehung. 
 
Es gibt 24 gerade Zahlen von 1 – 49.


X ist also H(N=49, m=24, n=6) – verteilt (Lotto ist Ziehen ohne Zurücklegen).

p(X=6) = b(24,6) b(25,0) / b(49,6) = 0.9625 %
9.
Ein regulärer Doppelwürfel wird 10 000 mal geworfen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit,

 
dass die Augensumme mindestens 4100 mal, aber höchstens 4200 mal eine Primzahl ist?


X  = Anzahl der primzahligen Augensummen (bei 10 000 maligem Doppelwürfeln)


X ist B(n=10 000, p=15/36 = 5/12) - verteilt, da 15 der möglichen 36 Elementarereignisse (i,j) 

 
eine primzahlige Augensumme besitzen (Nachweis durch Tabelle).

Eine direkte Berechnung mittels Binomialverteilung ist nicht möglich, da n zu groß ist und zu 


einem Overflow führt. Also wird geprüft, ob eine Approximation durch die Normalverteilung 


möglich ist. Wegen np(1-p) = 2430.555 >> 9 ist das der Fall.
                                                                                                                ______

X kann durch die Zufallsgröße Y mit einer N(μ=np=50 000/12, σ=√np(n-p) = 49.3) - Verteilung

  
unter Beachtung der Stetigkeitskorrektur approximiert werden:


p(4100 ≤ X ≤ 4200) ≈ p(4099.5 ≤ Y ≤ 4200.5) = norv(4166.666, 49.3, 4099.5, 4200.5) = 66.72%
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