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                                                                                      x2 + 3x + 2          

1.
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von   f(x) =  ──────────  


                                                                     (x2 - x - 2)(x2+1)
                     (x+1)(x+2)       .        x+2            a       bx + c

f(x) =  ────────── =  ─────── = ── + ─────

                  (x+1)(x-2)(x2+1)      (x-2)(x2+1)    x-2      (x2+1)

Es ergeben sich (Nst x=2 und x=0 einsetzen, KV mit x2):  a=4/5, b=-4/5, c=-3/5


Stammfunktion   ∫ f(x)dx = 4/5 ln|x-2| - 2/5 ln(x2+1) - 3/5 arctan x.

2.
f(x,y) =  4x2y + xy3 - 5xy + 2 

(a)
Bestimmen Sie die Tangentialebene E von f  im Punkt  (1, 1)  in Koordinatenform.

(b)
In welchen Punkten hat f eine horizontale Tangentialebene?  (Rechnung manuell)

(a)
Tangentialebene in (1,1) E: 4x + 2y -z =4


(b)
Horizontale Tangentialebene in den 6 Punkten (0,0), (0,±√5), (5/4,0), (1/2,±1).

3.
F = (xyz2, 2x - y, 3yex - z)  sei ein Vektorfeld.

(a) 
Zeigen Sie, dass F kein Gradientenfeld ist.


(b)
Berechnen Sie  k ∫F  für den geradlinigen Weg von (0,-1,2) nach (1,0,2).


(a)
Sei F = (F1,F2,F3). Dann ist zB F1y = xz2 ≠ F2x = 2, also ist F kein Gradientenfeld.


(b)
k(t) = (0,-1,2) + t(1,1,0) = (t,t-1,2),  t([0,1]; k'(t) = (1,1,0).



k ∫F =  ∫ [(4t(t-1),t+1,***) • (1,1,0)] dt = 5/6  (Integration nach t auf [0,1])

4.
A sei das durch die Funktionen   f(x) = ln x  und  g(x) = (x-1)/2   eingeschlossene 


Flächenstück (Skizze!). Berechnen Sie das Volumen des Rotationskörpers, der bei 


Rotation 
von A um die x-Achse erzeugt wird. (SIMPSON n=20 und Fehlerschätzung.)


Die Kurven schneiden sich in a = 1 und b = 3.512 862 417  (NEWTON).


V = π  ∫ (ln2x - (x-1)2/4) dx auf [a,b].


SIMPSON: S20 = 1.324 436 333, S10 = 1.324 783 864, Δ20 = (S20-S10)/15 = -2.3 x 10-5
5.
DGL  (x2+1) y' =  xy  mit  y(0) = 2 .   

(a)
Lösen Sie die DGL exakt. Was ist y(1) ?

(b)
Geben Sie für y(1) eine Näherung mittels RUNGE-KUTTA mit n=10 und 


vergleichen Sie den geschätzten Fehler mit dem wahren Fehler.

(a)
TdV 1/y dy = x/(x2+1) dx  → ln|y| = 1/2 ln(x2+1) +c, also



y = c·exp( 0.5 ln(x2+1)) = c·exp(ln√(x2+1)) = c·√(x2+1)



y(0) = 2 → c=2; y = 2 √(x2+1)  und  y(1) = 2√2 = 2.828 427 125.

                         xy


(b)
y' = ───── = f(x,y);  
                      (x2+1)


RUNGE(0,2,1,10) = R10 = 2.828 427 796, R5 = 2.828 437 455, Δ10= -6.4 x 10-7
6.
Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms einer linearen DGL 3. Ordnung

mit konstanten Koeffizienten sind
                                                                      ____






  λ = 2  und  λ = 1 ± √ 2a-1  , a ( R.

(a)
Wie lautet die homogene Differentialgleichung?


(b)
Bestimmen Sie die homogene Lösung der DGL, abhängig von a.
                                                ____                ____

(a)
P(λ) = (λ-2) ( (λ-1) - √ 2a-1)((λ-1) + √ 2a-1) = (λ-2) ((λ-1)2 - (2a-1) →


P(λ) = λ3 - 4λ2 + (6-2a)λ + 4(a-1)  → DGL   y''' - 4y'' + (6-2a)y' + 4(a-1)y = 0
                                                                                                           ____


(b)
Sonderfälle ergeben sich aus Δ=2a-1=0 → a=1/2 und 1 ± √ 2a-1 = 2 → a=1;


a=1/2
λ = 2,1,1


yh = c1 e2x + c2 ex + c3 xex


a=1

λ = 2,2,0


yh = c1 e2x + c2 xe2x + c3


a>1/2,≠1
λ =2, 1±√Δ

yh = c1 e2x + c2 e(1+√Δ)x + c3 c2 e(1-√Δ)x


a<1/2
λ=2, 1±j√-Δ

yh = c1 e2x + c2 ex cos((√-Δ))x+ c3 ex sin((√-Δ)x)

7.
Berechnen Sie die vollständige Lösung der DGL    y(4) - 3y''' + 2y'' = 3x2 + 1 + e3x .   


λ4 - 3λ3 + 2λ2 = λ2 (λ2 - 3λ + 2) = 0 → λ = 0,0,1,2 → yh = c1 + c2 x + c3 ex + c4 e2x

r1(x) = 3x2+1
→ s=0, k=2, grad q = 2 
→ ys1 = x2 (Ax2 + Bx + C)


r2(x) = e3x
→ s=3, k=0, grad q = 0 
→ ys2 = D e3x

Nach 4-maligem Ableiten, einsetzen in die DGL und Koeff.vergleich ergibt sich das LGS:


 24A                      
= 3

Daraus ergeben sich die Koeffizienten

-72A + 12B           

= 0

A=1/8, B=3/4, C=23/8, D=1/18.
         24A - 18B + 4C   
= 1


und



18D
= 1

Die gesamte Lösung lautet also:


y = 1/8 x4 + 3/4 x3 + 23/8 x2 + 1/18 e3x + yh .




Folgende Hinweise bitte unbedingt zuerst durchlesen und beachten:

   *  Arbeitszeit 90 Minuten; Aufgabenblatt bitte sofort in großer DRUCKSCHRIFT ausfüllen

   *  alle abzugebenden Blätter sind mit Ihrem Namen zu kennzeichnen

   *  für jede Aufgabe bitte ein neues Blatt beginnen

   *  Lösungen gelten nur, wenn alle  Zwischenschritte erkennbar sind
   *  nur die in der Vorlesung behandelten Programme sind erlaubt
   *  ein selbsterstelltes Blatt mit Formeln ist zulässig, keine weiteren Hilfsmittel

   *  Abgabe: Aufgabenblatt, Aufgaben in richtiger Folge 1,2,3..., keine Klammerheftung
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