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Definition der reinen Intervalle

Seit PYTHAGORAS sind die Grundintervalle durch einfache Teilungsverhältnisse einer Saite bestimmt:

Intervall
Beispiel
TV
Frequenzveränderung um den Faktor q = 1/TV



Oktave
c - c'

1:2
2/1 = 2

Qint

c - g

2:3
3/2 = 1,5

Quart

c - f

3:4
4/3 = 1,333
Gr. Terz
c - e

4:5
5/4 = 1,25
Kl. Terz
c - es

5:6
6/5 = 1,2
Wo liegen die Töne innerhalb eines Oktavintervalls?
Das Frequenzverhältnis der Oktaven ist also  1 : 2 : 4 : 8  usw.   bzw  20 : 21 : 22 : 23 usw.

Die "Intervalllängen" der Oktaven werden physiologisch als gleich empfunden, oktavierte Töne klingen deswegen sehr ähnlich. 
                                                        c              c'             c''           c'''
Empfundene Oktavintervalle:
  |------------|------------|------------|----





            0             1             2             3   usw
Die Frequenz der Qinte ist  3/2 = 1,5 mal so groß wie die Frequenz des Grundtons (zB g bezogen auf c):
Wo liegt die Quinte innerhalb der 1. Oktave (Markierung x) ?
                                  Frequenz                  20                    2x=1.5             21
                                                                    |---------------------|----------------|

                                  Lage im Intervall       0                         x                  1

                                                                                                                 log(3/2)

Die Frequenz der Quinte ist 2x = 3/2,  also  x · log 2 = log(3/2), oder x =  ----------  = 0.5849625

                                                                                                                  log 2

1 Cent ist der 1200. Teil einer Oktave,  also ist der Cent-Wert der Quint   1200·x = 701.96.

Analog lässt sich für jedes reine Intervall mit dem Frequenzfaktor q sein Centwert durch folgende Formel berechnen: 



Cent-Wert = 1200 · log q / log 2 = 1200 · log2 q
Tabelle der Centwerte reiner Intervalle
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Intervall


kl Sek
gr Sek
kl Terz
gr Terz
Quart
v Quint
Quint
kl Sext
gr Sext
kl Sept
gr Sept
Oktav

Saitenteilverhältnis

15:16
8:9
5:6
4:5
3:4
5.7
2.3
5:8
3:5
4:7
8:15
1:2

Freq.faktor q

16/15
9/8
6/5
5/4
4/3
7/5
3/2
8/5
5/3
7/4
15/8
2/1

dezimal q

1.067
1.125
1.200
1.250
1.333
1.400
1.500
1.600
1.667
1.750
1.875
2.000
Cent

0
111,73
203,91
315,64
386,31
498,04
582,51
701,96
813,69
884,36
968,83
1088,27
1200
Eine "reine" Stimmung eines Klaviers ist nicht möglich
Eine reine Stimmung eines Tasteninstruments (Klavier, Cembalo, Orgel) mit 12 Tasten (Halbtönen) pro Oktave ist nicht möglich, wie die folgenden auch historisch bedeutsamen Beispiele zeigen:
1. 
12 Quinten ergeben auf dem Klavier 7 Oktaven, aber 12 reine Quinten ≠ 7 reine Oktaven.


12 x 701,96 C = 8423,46 C  ≠  7 x 1200 C = 8400 C; 


Die Differenz  Δ = 23,46 C   nennt man "Quintkomma" oder "pythagoreisches Komma"

Der Ton, der sich nach 12 Quinten ergibt, müsste also mit einer anderen Taste (Saite) gespielt werden als der Ton nach 7 Oktaven. 


Auf dem Klavier sind sie aber identisch.
2.
4 Quinten minus 2 Oktaven ergeben auf dem Klavier eine große Terz, bei reiner Stimmung:


4 x 701,96 C - 2 x 1200 C = 407,82 C   ≠   386,31 C


Δ = 21,51 C   heißt "Terzkomma" oder "didymisches Komma"

3.
3 gr. Terzen ergeben auf dem Klavier eine Oktave, bei reiner Stimmung:


3 x 386,31 C = 1158,93 C  ≠  1200 C


Δ = 41,07  C  heißt "kleine Diesis"

4.
4 kl. Terzen ergeben auf dem Klavier eine Oktave, bei reiner Stimmung:


4 x 315,64 C = 1262,56 C  ≠   1200 C

Δ = 62,56 C  heißt "große Diesis"

Temperatur = Anpassung reiner Intervalle an die Realität von Tasteninstrumenten
Tabelle:  Cent-Werte der 12 Halbtöne bei unterschiedlichen Temperaturen (Stimmungen)
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Reine

0
112
204
316
386
498
583
702
814
884
969
1088
1200
Stimmung
Intervall
kl Sek
gr Sek
kl Terz
gr Terz
Quart
kl Quint
Quint
kl Sext
gr Sext
kl Sept
gr Sept
Oktav



Freqverh
16/15
9/8
6/5
5/4
4/3
7/5
3/2
8/5
5/3
7/4
15/8
2/1



dezimal
1.066
1.125
1.200
1.250
1.333
1.400
1.500
1.600
1.666
1.750
1.875
2.000



Mitteltönig


Zarlino 1571
0
76
193
311
387
504
580
697
773
890
1007
1083
1200

Werckmeister III

1691

0
90
192
294
390
498
588
696
792
888
996
1092
1200

Kirnberger III

1779

0
90
193
294
387
498
591
697
792
890
996
1089
1200

JS Bach 

(nach Barnes)
0
94
196
298
392
502
592
698
796
894
1000
1094
1200

Gleichstufig
ab 18. Jh.
0
100
200
300
400
500
600
700
800
900
1000
1100
1200

Die verschiedenen Temperaturen oder Stimmungen werden im Folgenden erläutert.

Historische Temperaturen

Die Stimmung eines Tasteninstruments ist also ohne "Verstimmung" der reinen Intervalle nicht möglich. Es gibt verschiedene historische Ansätze für diese Anpassung. Bei den sog. regelmäßigen Temperaturen wird Wert auf eine möglichst gleichmäßige (und geringe) Verstimmung der Intervalle in allen Tonarten gelegt, bei den unregelmäßigen Temperaturen werden Tonarten in der Nähe von C-dur (d.h. Tonarten mit wenigen # und b) bevorzugt und besonders "rein" spielbar.
1.  Mitteltönige Stimmung oder 1/4-Terzkomma-Temperatur (Zarlino 1571, Praetorius 1619)
Hierbei wird das Terzkomma (s.o.) von 21,51 C gleichmäßig auf die vier Quinten verteilt, also 5,37 C von der Quint abgezogen. Dadurch werden die gr Terzen der Grundtonart rein, die Quinten sind mit 696,59 C etwas zu klein. 11 dieser reduzierten Qinten ergeben 7662,49 C; die 12. Quint müsste die 7. Oktave ausfüllen, also 8400 - 7662,49 = 737,51 C sein. Diese - meist zwischen gis und es angesiedelte - viel zu große Quinte nennt Praetorius "Wolfsquinte". Weitere Probleme sind unbrauchbare große Terzen in den entlegeneren Tonarten. Dazu ein Beispiel:  Fis-dur (6 #) in mitteltöniger Temperatur:
Tonleiter
fis
gis
ais
h
cis
dis
eis
fis

Basis c
580
773
1007
1083
1276
1511
1704
1780
Basis fis
0
193
427
503
696
931
1124
1200

Vgl. "rein"
0
204
386
498
702
969
1088
1200
ZB hat die große Terz h - dis  1511-1083 = 428 C, statt 386 C für eine reine gr Terz (Viertelton zu groß!).
Bei mitteltöniger Temperatur sind Tonarten mit bis zu drei Vorzeichen klanglich akzeptabel spielbar.
2.  Werckmeister-Temperaturen (1691)
Der Ansatz Werckmeisters basiert auf einer unregelmäßigen Verteilung des Quintkommas (s.o.). Bekannt geworden ist die Fassung Werckmeister III. Hier sind auch entlegenere Tonarten gut spielbar. Ein Stück mit wenigen Vorzeichen klingt harmonischer, entlegenere Tonarten wirken sehr charakteristisch.
3.  Kirnberger-Temperaturen (1779)
Der Bach-Schüler Kirnberger konstruierte Mischsysteme aus mitteltönig verminderten Quinten und reinen Quinten, die in Spätbarock und Vorklassik häufig verwendet wurden, zumal sie sich leicht realisieren (einstimmen) lassen. Meist wurde die 3. Variante der Kirnberger-Temperaturen benutzt  (Kirnberger III).

4.  Gleichstufige oder gleichschwebende Temperatur (seit 1600 vereinzelt, ab 1800 die Regel)
Bereits im 16. Jhdt. griff man vereinzelt zur radikalsten Lösung, nämlich eine Verteilung der Oktave auf 12 gleichgroße Tonstufen. Damit entspricht jede Halbtonstufe genau 100 C. Die Quinte hat 700 C (statt 702), die Quart 500 C (statt 498), die gr. Terz 400 C (statt 386). Es gibt kein "reines" Intervall. - Die gleichstufige Temperatur erlaubt das Spielen jeder Tonart mit beliebig vielen Vorzeichen,  die entsprechenden Intervalle klingen in jeder Lage gleich. Alle modernen Tasteninstrumente sind heute "gleichstufig" oder "gleichschwebend" gestimmt. Manche Intervalle werden dabei deutlich "unrein" (zB die gr. Terz mit Δ=14 C, die kl. Septim sogar mit Δ=31 C), woran man sich allerdings so gewöhnt hat, dass reine Terzen schon als unrein empfunden werden. - Alle Tonarten klingen gleich, während bei den nicht-gleichstufigen Temperaturen jede Tonart charakteristische Intervalle besitzt. Heute werden Cembali und Orgeln historisierend bewusst wieder auf nicht-gleichstufige Temperaturen gestimmt.
5.   Wohltemperierte Stimmung
Welche Temperatur(en) JS Bach bei seinen Tasteninstrumenten verwendet hat, ist bis heute ungeklärt 
(in der Tab. eine Hypothese nach Barnes 1977).  Eher unwahrscheinlich ist es - wie lange angenommen wurde -, dass Bach exakt die gleichstufige Stimmung benutzt hat. Jedenfalls fand er eine praktikable Lösung für das gut klingende  Spiel in allen 24 Tonarten, wie sein "Wohltemperiertes Klavier" beweist.
